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第1章 序論

1.1 摂動の線型発展理論

1.1.2節は山根 (2002)の 2.2.2節を，1.1.3節は 2.2.7節を参考にしている．また 1.1.4節は山根

(2002)の 2.3.3節を，1.1.5節は 2.3.4節の一部を引用している．詳しくは山根 (2002)を参照．

1.1.1 力学系

N次元の力学系を
dXt

dt
= f (Xt)，　 X ∈ RN (1.1.1)

と定義する．

1.1.2 接線形方程式

ある基準解 Xt に微小な摂動 δXt を加えたときの δXt の時間発展を考える．摂動を加えた解

Xt + δXtは式 (??)に従うので，
dXt + d(δXt)

dt
= f (Xt + δXt) (1.1.2)

式 (??)の左辺を Xtのまわりでテーラー展開すると，δX × δX � 1 より 2次以下の項を無視す

ると
dXt

dt
+

d(δXt)
dt

= f (Xt) +
d f
dX
δXt

となるので，式 (??)から
d(δXt)

dt
= JXδXt，　 Y ∈ RN (1.1.3)

と求めることができる．このとき JXは，一般にヤコビアン行列と呼ばれるもので，

JX =
d f
dX
=


d f1
dx1
. . . d f1

dxN
...
. . .

...
d fN
dx1
. . . d fN

dxN

 (1.1.4)

である．式 (??)は一般に解 Xtに沿う接線形方程式と呼ばれる．初期値 δXt0=δX0をもとに，基

本解 Xtに沿って時刻 t0から時刻 tまで積分すると，N次の正方行列M用いて

δXt =M(t，t0)δX0 (1.1.5)
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と求められる．このとき行列M(t，t0)は時刻 t0の摂動を時刻 tの摂動に写す行列で，

M(t, t0) =M(t, t − δt) · · ·M(ti + δt, ti) · · ·M(ta + δt, t0) (1.1.6)

である．Mは接線形演算子，レゾルベント，推移行列，伝播行列，基本行列，誤差行列などの

名前で呼ばれるが，ここでは接線形演算子と呼ぶ．

1.1.3 随伴方程式

前節では，摂動 δXtは誤差行列M(t, t0)に従うベクトルとして表された．ここでは，誤差行列

Mの随伴行列M∗に従うベクトル δZ ∈ RN について考える．随伴行列M∗(t, t0)は時刻 tの摂動

を時刻 t0の摂動への写像を表す行列で，初期条件 δZtのもとで，

δZt0 =M∗(t, , t0)δZt (1.1.7)

で定義される．

ベクトル δZtには，行列Mに従う任意の δXtに対して，内積が保存する性質がある．

< δXt, δZt > =<M(t, t0)δXt0，δZt >

=< δXt0，M∗(t, t0)δZt >

=< δXt0，δZ0 > (1.1.8)

したがって任意の δXtに対して，

d
dt
< δXt，δZt > = 0 (1.1.9)

<
d(δXt)

dt
，δZt > + < δXt，

d(δZt)
dt

> = 0　 (1.1.10)

が成り立つ．式 (??)に接線形方程式 (??)を代入すると，

< JXδXt，δZt > + < δXt，
d(δZt)

dt
，> = 0　 (1.1.11)

< δXt，J∗XδZt > + < δXt，
d(δZt)

dt
，> = 0　 (1.1.12)

< δXt，J∗XδZt +
d(δZt)

dt
> = 0　 (1.1.13)

となる．任意の δXtに対して式 (??)が成り立つことから，

d(δZt)
dt

= −J∗XδZt (1.1.14)

となることがわかる．この式は，ベクトル δZtの支配方程式で，随伴方程式と呼ばれる．随伴

方程式を初期条件 Ztのもとで，基本解 Xt に沿って，時刻 tから時刻 t0まで後方積分すると，

δZt0 =M∗(t, t0)δZt　 (1.1.15)
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を得ることができる．このとき，M∗
t,,t0 は随伴行列，アジョイント演算子などと呼ばれるが，こ

こではアジョイント演算子と呼ぶ．実数を扱う場合には随伴行列と転置演算は一致する．また

M∗
t,,t0 は

M∗(t, t0) = [M(t, t − δt) · · ·M(ti + δt, ti) · · ·M(t0 + δt, t0)]∗ (1.1.16)

から求められる．

1.1.4 特異値・特異ベクトル

N次の正方行列M∗Mについて考える．M∗Mは RN から RN への一次写像を表わす行列であ

る．この行列の随伴行列 (M∗M)∗はもとの行列M∗Mに等しい．したがって、M∗Mは自己随伴

行列である．

自己随伴行列M∗Mの N個の固有値はすべて 0以上の実数である．何故なら、正値対称行列

G−1
N はある正則行列 Hを使って、G−1

N = HHT と表されるので、M∗Mは

M∗M = G−1
N MTGNM = H(HT MTGNMH)H−1 (1.1.17)

と表される．これは、M∗Mが半正値対称行列 HT MTGNMHと相似の関係にあることを意味す

る．半正値対称行列の固有値はすべて 0以上の実数であり、また、相似の関係にある行列の固

有値は一致するので、M∗Mの固有値もすべて 0以上の実数である．

M∗Mの N個の固有値の平方根を行列Mの特異値 (singular value)という．ここでは、値の大

きい順に番号をつけて，Mの特異値をσ1，σ2，· · ·，σN(σ1 ≥ σ2 ≥ · · · ≥ σN)で表すことにする．

自己随伴行列M∗Mの相異なる固有値に属する固有ベクトルは直行する．何故なら，相異な

る二つの固有値σ2
i，σ

2
j に属する固有値ベクトルを，それぞれ，vi，v jとすると，

<Mvi，Mv j >=<M∗Mvi，v j >=< σ
2
i vi，v j > (1.1.18)

であり，また

<Mvi，Mv j >=<M∗Mvi，v j >=< σ
2
i vi，v j > (1.1.19)

である．したがって，σ2
i < vi，v j >= σ

2
j < vi，v j >となり，σ2

i , σ
2
jなので，< vi，v j >= 0である．

M∗Mの固有値に属する固有ベクトルを使って RN の正規直交基底を構成することができる．

この N個の固有ベクトルを v1，v2，· · ·，vNとする．

M∗Mvi = σ
2
i vi　，i = 1, 2, · · · ,N (1.1.20)

< vi，v j > = δi, j　，i, j = 1, 2, · · · ,N (1.1.21)

δi, jはクロネッカーのデルタである．このベクトル viを行列Mの右特異ベクトル (right singular

vector)という．
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Mviは RN のベクトルである．内積 <>から定義されるノルムを || ||とすると，

||vi|| =
√
< vi，vi > = 1　，i = 1, 2, · · · ,N (1.1.22)

であり，式 (??)から，

||Mvi|| =
√
<Mvi，Mvi > (1.1.23)

=
√
< vi，M∗Mvi >　 (1.1.24)

=

√
< vi，σ2

i vi > (1.1.25)

=

√
σ2

i < vi，vi > (1.1.26)

= σi　，i = 1, 2, · · · ,N (1.1.27)

である．したがって，Mviの大きさは特異値σiに等しい．

Mviの方向の単位ベクトルを uiとする.

Mvi = σiui　，i = 1, 2, · · · ,N (1.1.28)

σi , 0，σ j , 0のとき二つのベクトル uiと u jは直交する.

< ui，u j > =< σ
−1
i Mvi，σ−1

j Mv j > (1.1.29)

= σ−1
i σ

−1
j < vi，M∗Mv j > (1.1.30)

= σ−1
i σ j < vi，v j > (1.1.31)

= δi j (1.1.32)

このベクトル uiを行列Mの左特異ベクトル (right singular vector)という.最後に，2次元での右

特異ベクトル vと左特異ベクトルの関係を図 ??にまとめる．

図 1.1: 左図：誤差行列Mt，t0 による写像．Mにより時刻 t0の単位円は，σ1u1，σ1u2を軸とする
時刻 tの楕円に写される．右図：随伴行列M∗

t，t0
による写像．M∗により時刻 tの単位円は，σ1v1

，σ1v2を軸とする時刻 t0の楕円に写される

1.1.5 摂動の拡大

力学系 (??)の解に沿う摂動 δX(t)の時刻 t0から時刻 tまでの拡大が誤差行列M(t，t0)の特異

値・特異ベクトルで特徴づけられることを確認する．
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時刻 t0の摂動の内積 < 　，>t0 から定義されるノルムを || ||t0 とし，時刻 tの摂動の内積 < 　

，>tから定義されるノルムを || ||tとする．時刻 t0に δXt0 , 0である摂動の時刻 t0から時刻 tま

での拡大係数は

γ(t，t0，δXt0) =
||M(t，t0)δXt0 ||t
||δXt0 ||t0

(1.1.33)

で定義される．摂動の拡大係数 γは tと t0だけではなく δXt0 の方向にも依存する．δXt0 の大き

さや向きには依存しない．式 (??)を変形すると，

γ(t，t0，δXt0) =

√
<MδXt0，MδXt0 >t

< δXt0，δXt0 >t0
(1.1.34)

=

√
< δXt0，M∗MδXt0 >t0

< δXt0，δXt0 >t0
(1.1.35)

となる．ここではM(t，t0)を単にMで表記している．このとき式 (??)と式 (??)から時刻 t0の摂

動 δXt0 が右特異ベクトル viに等しいとき，その拡大係数 γは特異値σiに等しいことがわかる．

γ(t，t0，δXt0) = σi　，i = 1，2，· · ·，N (1.1.36)

よって，拡大係数 γ(t，t0，δXt0)は，δXt0 の方向が v1の方向に等しいとき最大値 σ1をとり，δXt0

の方向が vN の方向に等しいとき最小値σN をとる．

1.2 感度解析

1.2.1 感度解析の定義とその目的

感度解析とは，モデルの入力 (次元 [N × 1])を変化させるとある注目する出力 (スカラー)が

どのように変化するかを調べ，その結果から，ターゲットとする出力の変化を得るには，入力

をどのように与えれば良いのかを見出す解析手法のことを言う．(淡路ら，2009)

感度解析は，どの場所を観測すれば注目する地点での予測向上につながるのかといった機動

的観測 (adaptive observation)，得られた観測のうちどの観測をデータ同化すれば注目する地点で

の解析値，予測値の向上につながるかといった観測インパクト (observation impact)，過去のど

のような物理過程が現在や未来の変動を引き起こすのかといった物理過程の推論，ある特定の

大気や海洋中のシグナルや粒子がどこからきたのかといった逆追跡等を検討することにを目的

として利用されている．

1.2.2 感度解析の手法

感度解析の手法には複数の手法がある．ま 1つの目の手法が入力変数を自由度分だけ適当に

変化させてモデルの計算を何度も繰り返すという手法である．しかし，この手法では入力変数
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の設定方法は不確かな理論モデルや経験に頼らなくてはならず，また数値天気予報のような大

自由系（∼ 107）では実用的ではない．

次に 2つ目の手法として特異ベクトルを用いた感度解析がある．特異ベクトルを用いた感度

解析では，1.1.5節の式 (??)の考え方を用い，特異値解析を行うことである評価期間での最大成

長率を示す摂動を求める. このような摂動を得ることによって，それを初期値に加えれば最終

状態に大きな違いを生じさせる擾乱を詳しく特定できる．

さらに，3つ目の手法として，アジョイント感度 (adjoint sensitivity)を用いた感度解析の手法

がある．アジョイント感度はCaccusi(1981)によって提案された手法で，数値モデルの物理過程

に従いながら時間軸に遡って積分を実行するというアジョイントモデルの追跡機能を活かして

求められる感度のことをいう．このとき感度とは入力の変化に対するある注目する出力の勾配

のこと指す．入力の変化に対するある注目する出力の勾配 (すなわち，感度)を求めることで入

力を少し変化させたときにある注目する出力の変化量を知ることができる．特異ベクトルを用

いた感度解析ではある評価期間で最も誤差が成長する摂動に注目していたのに対し，アジョイ

ント感度を用いた感度解析では入力の変化に対するある注目する出力の勾配に注目する．よっ

て，アジョイント感度を用いた感度解析では，どの向きの誤差が最も成長するかという観点に

は注目していない．アジョイント感度を用いた感度解析では，アジョイントモデルを一回後方

積分するだけで様々な入力変数に対する出力の感度を得ることができるという利点がある．

最後に 4つ目の手法として，Hakim and Torn(2008)によって始めて調査されたアンサンブル

感度 (ensemble sensitivity)を用いた感度解析の手法がある．アンサンブル感度とは複数の入力

アンサンブルと出力アンサンブルの関係を重回帰分析することによって統計的に得られる重回

帰係数のことをいう．本研究では重回帰分析を用いて求めたアンサンブル感度を第 1アンサン

ブル感度と呼ぶことにする．またHakim and Torm(2008)，Ancell and Hakim(2007)で見られる

ように多次元系でも使えるように定義し直したアンサンブル感度を本研究では第 2アンサンブ

ル感度と呼ぶことにする．第 1アンサンブル感度，第 2アンサンブル感度を用いた感度解析で

は，アジョイント感度を用いた感度解析に比べて，アンサンブルを生成する分計算コストがか

かるという欠点があるが，アジョイントモデルを生成する必要がないため，接線形の過程がな

く，非線形発展のデータを用いることができるという利点がある．またアンサンブル感度の計

算には，一旦入力アンサンブルデータと出力アンサンブルデータが得られれば，追加のモデル

の積分計算は必要なくなりオフラインで計算できるという特徴がある．アンサンブル感度の計

算のためには入力アンサンブルデータを生成する必要があり，Torn and Hakim(2008)，Hakim

and Torn(2008)，Ancell and Hakim(2007)では入力アンサンブルデータとしてアンサンブルカル

マンフィルタ (Ensemble Kalman Filter，以下 EnKF)から得られた解析アンサンブルを入力アン

サンブルデータとしている．他の入力アンサンブルデータの生成手法として，正規乱数や一様

乱数を摂動として用いることもできる (伊藤耕介，指針)．以下では入力に与えるmメンバーの

摂動のことを入力アンサンブル摂動 ([N ×m])，その結果得られたある注目する出力の摂動のこ

とを出力アンサンブル摂動 ([1 × m])という．
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本研究ではアジョイント感度とアンサンブル感度を用いた感度解析に注目する．アジョイン

ト感度と第 1アンサンブル感度，第 2アンサンブル感度は全くの無関係のものではなく両者の

関係性についてはAncell and Hakim(2007)によって初めて理論的に述べられており，第 2アン

サンブル感度は解析誤差共分散の相関がゼロであればアジョイント感度と一致することが示さ

れている．さらにAncell and Hakim(2007)によって初めてアジョイント感度と第 2アンサンブ

ル感度の比較がなされており，その結果を次の節で紹介する．

なお本研究では，出力アンサンブル摂動をδ j f in([1×m])，入力アンサンブル摂動をXini([N×m])，

感度 (次元 [1× N])を ∂ j f in

∂Xini
の表記で表す．このときアジョイント感度，アンサンブル感度を用い

た感度解析は以下の式で表せられる．

δ j f in =
∂ j f in

∂Xini
δXini　 (1.2.1)

1.2.3 アジョイント感度とアンサンブル感度の比較

アジョイント感度と第 2アンサンブル感度の構造 (structure)の比較

アジョイント感度の構造は，小さな規模 (small-scale)で局所的 (localized)に風上方向に向かっ

て鉛直に強く (strongly)傾いた構造が見られることが知られている (例えば，Ericco and Vukicevic，

1992；Hoskins et al．，2000；Ancell and Hakim，2007など)．図 ??の左図は図 ??における実

線上のアジョイント感度場の鉛直断面図で、上記のような構造が見られた例である (Ancell and

Hakim(2007)から抜粋)．

一方で第 2アンサンブル感度の構造はアジョイント感度の構造と対称的で，大きな規模で

(synoptic-scale)で大局的 (tropospherer-deep)に風上方向に向かって鉛直に穏やかに (modestly)に

傾いた構造が見られることが知られている．(Ancell and Hakim(2007)，Hakim and Torn(2008))

図 ??の右図は上記のような構造が見られた例である (Ancell and Hakim(2007)から抜粋)．なお，

Ancell and Hakim(2007)の実験において，モデルは Pennsylvania State University-National Center

for Atmospheric Resarch(PSU-NCAR)Mesoscale Model(MM5)を用いており，EnKFのメンバー

数は 90メンバーとしている．

アジョイント感度と第 2アンサンブル感度の正確さ (accuracy)比較

Ancell and Hakim(2007)によって，アジョイント感度と第 2アンサンブル感度を用いて見積も

られる出力の変化量の正確さ (accuracy)の比較が行われている．Ancell and Hakim(2007)では、

20点ランダムに格子点を選び，その選ばれた点で初期温度が 1K変化したことに伴う図 ??の黒

点での海水面気圧の変化量を、非線形発展から求めた出力の変化量とアジョイント感度、第 2

アンサンブル感度を用いて推定した出力の変化量とで比較を行っている (図 ??)．図 ??におい

て点 o、xのサンプルが，傾き 1の直線 (変化量の完全一致を示す)にどれくらい当てはまってい

るかを表す決定係数 (1に近いほど当てはまりが良い)は、それぞれ 0.9775、0.9930でほぼ同等
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の精度が得られていることがわかる．よってこのことから両者とも入力 (初期温度)の変化によ

る出力 (海水面気圧)の変化を正確に推定できることが主張されている．

図 1.2: Ancell and Hakim(2007)の Fig2の下図を一部修正．黒点の場所の出力を評価対象とする．

図 1.3: Ancell and Hakim(2007)の Fig7.の上図から抜粋．2005年 2月 3日 1200UTCからまで 2
月 4日 1200UTC24時間予報し，2月 4日 1200UTCにおいて図 ??の黒点の海水面気圧に対する
2005年 2月 3日 1200UTCのジオポテンシャル高度の感度場をアジョイント感度 (左)，第 2ア
ンサンブル感度 (右)を用いて求めた結果の ??に示す黒実線上の断面図．右図の等高線の間隔
は 0.001 Pa m−1．左図の等高線の間隔は 3 Pa m−1．実線は正，破線は負の値を表す．
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図 1.4: Ancell and Hakim(2007)の Fig8を抜粋．温度の入力変化による非線形発展にともなう出
力の変化量 (横軸)と感度解析から求めた出力の変化量 (縦軸)との関係．oはアジョイント感度、
×は第 2アンサンブル感度を用いた場合の結果を表す．このときサンプル数は 20．

1.3 本研究の目的

1.2.3節で示したようにAncell and Hakim（2007)では大次元モデルを扱っているため，計算コ

ストの問題からアジョイント感度と第 2アンサンブル感度の比較しか行われてておらず第 1アン

サンブル感度との比較の実験はまだなされていない．また第 2アンサンブル感度を用いたAncell

and Hakim(2007)，Torn and Hakim(2008)の研究では，入力アンサンブル摂動として EnKFから

得られた摂動しか扱っておらず，正規乱数を用いた場合との比較はまだ成されていない．また

メンバー数依存性の議論もなされていない．そこで本研究では以下のことを研究目的とする．

簡易モデルを用い，入力アンサンブル摂動として正規乱数を用いたときの第 1，第 2アンサン

ブル感度，EnKFから得られた摂動を用いた第 1，第 2アンサンブル感度とアジョイント感度と

それぞれ比較する．その結果を元に理論との整合性を確かめながら，第 1，第 2アンサンブル

感度の構造 (stracture)，正確さ (accuracy)をそれぞれ明らかにする．

なお，本論文は以下の内容で構成されている．まず 2章では感度解析の理論的背景について，

3章では実験設定について説明する．4章で実験結果を示し，その結果に対する考察を 5章で行

う．そして，第 6章で全体をまとめる．また付録Aではデータ同化の歴史を簡単に説明し，付
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録Bでは本研究で用いた EnKFを含むカルマンフィルタに基づくデータ同化の手法と，その周

辺の実装技術について詳しく記す．付録CではLorenz96モデルを用いてEnKFの実験を行った

結果を載せる．付録Dでは付録Bで用いたDesroziers et al(2005)による統計的関係式の導出を

記載した．付録 Eではデータ同化における観測インパクトを調べる複数の手法について記し，

付録 FではAncell and Hakim(2007)における機動的観測手法を記す．このとき付録E，付録 Fで

は入力アンサンブル摂動として EnKFの摂動を用いた第 2アンサンブル感度を利用したAncell

and Hakim(2007)による観測インパクトを求める手法や機動的観測の手法に加え，新たに入力

アンサンブル摂動として正規乱数を用いた第 2アンサンブル感度を利用した場合の観測インパ

クトを求める手法，機動的観測の手法についても考慮した．その結果，正規乱数を用いた第 2

アンサンブル感度ではどちらの手法も計算資源面で困難であることを示す．
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第2章 感度解析の理論

2.1 アジョイント感度

アジョイント感度は，アジョイント方程式を用いることで求められる感度のことを言う．入

力を Xini，その結果得られる出力を j f inとおく．iniは初期時刻，f inは予報値の最終時刻を表す．

このとき出力 j f inは一般にコスト関数と呼ばれており，初期値 Xiniに対する予報値 X f inのある

任意関数で表される．以下では，それを j f in(X f in)と表現する．

予報値 X f inに微小な摂動 δX f inを加えた出力 j f in(X f in + δX f in)を基本解 j f in(Xini)のまわりでテ

イラー展開すると，

j f in(X f in + δX f in) = j f in + [
∂ j f in

∂X f in
]δX f in + · · · (2.1.1)

摂動 δX f inが常に十分に小さく，2次以上の高次項は無視できると仮定すると，

δ j f in = δ j f in(X f in + δX f in) − δ j f in(X f in) = [
∂ j f in

∂X f in
]δX f in (2.1.2)

δX f inの接線形方程式を時刻 iniから時刻 f inまで積分すると，接線形演算子M( f in，ini)を用いて

δX f in =M( f in，ini)δX f in (2.1.3)

と表すことができるので，式 (??)は

δ j f in = [
∂ j f in

∂X f in
]M( f in，ini)δXini (2.1.4)

アジョイント演算子M∗の定義より，

< a,Mb >=<M∗a, b > (2.1.5)

なので (<>は内積を表す)

δ j f in = [M( f in, ini)T ∂ j f in

∂X f in
]δXini (2.1.6)

よって式 (??)と感度解析の定義式 (??)を見比べると，

∂ j f in

∂Xini
=M( f in，ini)T ∂ j f in

∂X f in
　 (2.1.7)

であることがわかる．このとき式 (??)によって得られる感度 ∂ j f in

∂Xini
がアジョイント感度と呼ばれ

る．以降アジョイント感度を AAS の記号で表す．したがってアジョイント感度 AAS =
∂ j f in

∂Xini
は ∂ j f in

∂X f in

を初期値として，時刻 f inから時刻 iniまでアジョイントモデルを後方積分することによって得

ることができることがわかる．
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2.2 アンサンブル感度

アンサンブル感度とは，入力アンサンブル (自由度 Nのベクトルが mメンバー)と出力アン

サンブル (スカラーがmメンバー)の関係を重回帰分析した結果得られる重回帰係数のことを指

す．入力アンサンブルと出力アンサンブルは線形関係にあることを仮定し，重回帰分析には最

小 2乗法を用いる．以降，アンサンブル感度 (重回帰係数)を AES 1([N])の記号で表す．入力ア

ンサンブル ([N × m])を次のように表記し

Eini = [δX(1)| · · · |δX(m)]　 (2.2.1)

その結果得られる出力アンサンブル ([m])を

J f in = [δ j(1)| · · · |δ j(m)] (2.2.2)

と表す．また，アンサンブル感度 (重回帰係数)AES 1を

AES 1 = [a(1) · · · a(N)] (2.2.3)

とおき，メンバー毎の残差 (回帰方程式から得られた回帰値と実測値との差)を

e = [e1 · · · em] (2.2.4)

とおくと，出力アンサンブル J f inは

J f in = AES 1Eini + e (2.2.5)

と表すことができる．つまり，残差は

e = J f in − AES 1Eini　 (2.2.6)

このとき残差の 2乗和 e・eT を最小にする重回帰係数 AES 1は

∂(e・eT )
∂AES 1 = 0 (2.2.7)

を満たすときであるので，式 (??)に式 (??)を代入すると，

∂(e・eT )
∂AES 1 =

∂((J f in − AES 1Eini)(J f in − AES 1Eini)T )
∂AES 1

=
∂

∂AES 1 (J f in(J f in)T − J f in(AES 1Eini)T − AES 1Eini(J f in)T + AES Eini(AES 1Eini)T )

= 0 − J f inET
ini − J f inET

ini + AES 1(EiniET
ini + EiniET

ini) = 0 (2.2.8)

このとき式 (??)の導出には，以下の内積 (abT (a,bはベクトル))をベクトル xで微分したときの

公式を用いた．
∂abT

∂x
= b
∂a
∂x
+ a
∂b
∂x

(2.2.9)
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よって，アンサンブル感度 AES 1は，

2AES 1(EiniET
ini) = 2J f inET

ini

AES 1 = J f inET
ini(EiniET

ini)
−1

=
1

m − 1
J f inEini(

1
m − 1

EiniEini)−1 (2.2.10)

=
1

m − 1
J f inEini(Pini)−1 (2.2.11)

と求めることができる．したがって，アンサンブル感度 AES 1の計算には出力アンサンブルと入

力アンサンブルとの共分散 1
m−1 J f inEiniの N次元ベクトルの計算と，入力アンサンブルの共分散

行列 Pini =
1

m−1 EiniEiniの [N × N]次元の逆行列の計算が必要であることがわかる．このアンサン

ブル感度 AES 1を第 1アンサンブル感度と呼ぶ．しかし，[N ×N]次元の逆行列は数値天気予報モ

デルのような大次元モデルでは計算機資源的に困難である．また一般にアンサンブルメンバー

数はモデルの次元よりもかなり小さい (m � N)ため，m個のアンサンブル摂動から見積もった

誤差共分散 Pはランク落ち (rank deficient)しており，m個のアンサンブル摂動から見積もった

誤差共分散 Pの逆行列は自明ではない (Ancell and Hakim(2007))．そのため特異値分解を用いた

擬似逆行列の計算で P−1を近似的に表す必要がある．そこでAncell and Hakim(2007)，Torn and

Hakim(2008)ではこの問題を回避するため，アンサンブル感度 AES 1を次のように定義し直して

いる．

AES 2 =
1

m − 1
J f inEini(D)−1

ini　 (2.2.12)

このとき行列Diniは，対角成分は Piniの対角成分に等しく，非対角成分はゼロの [N ×N]の対角

行列である．つまり，行列 Diniは初期の誤差相関 (共分散)はゼロであると仮定したの誤差共分

散行列である．Ancell and Hakim(2007)ではこの AES 2をアンサンブル感度と呼んでいるが，本

研究では第 2アンサンブル感度と呼ぶ．よって，第 2アンサンブル感度 AES 2では，行列 Piniを

行列 Diniに置き換え，その逆行列 D−1
ini の計算を自明とすることで計算機資源の問題を回避して

いる．以下表記として，入力アンサンブル摂動として正規乱数を用いた場合の第 1アンサンブ

ル感度を AES 1(random)，第 2アンサンブル感度を AES 2(random)とし，入力アンサンブル摂動として

EnKFから得られた摂動を用いた場合の第 1アンサンブル感度を AES 1(EnKF)，第 2アンサンブル

感度を AES 2(EnKF)とする．

2.3 アジョイント感度とアンサンブル感度の関係性

2.3.1 アジョイント感度と第 1アンサンブル感度の関係性

接線形性が保たれているとすると，式 (??)の [N × m]次元の入力アンサンブル Einiと式 (??)

のm次元の出力アンサンブル J f inの関係は，第 1アジョイント感度 AAS を用いて，

J f in ; AAS Eini　 (2.3.1)
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と表すことができる．完全に線形であれば，等号は一致する．式 (??)の両辺に左から ET
iniをか

けると，

J f inET
ini ; AAS EiniET

ini (2.3.2)
1

m − 1
J f inET

ini ; AAS (
1

m − 1
EiniET

ini)

; AAS Pini (2.3.3)

と求まる (Ancell and Hakim(2007)．このとき Piniは Pini =
1

m−1 EiniET
iniから求められる初期時刻

の誤差共分散である．したがって，入力アンサンブル摂動 Einiが EnKFの場合 m ≥ N + 1 (な

ぜなら EnKFはアンサンブル平均からのずれを摂動としているため，mメンバーが張る次元は

m − 1)，正規乱数の場合m ≥ Nで Pini がランク落ちせず逆行列が自明であれば，

AAS ;
1

m − 1
J f inET

iniP
−1
ini ; AES 1 (2.3.4)

と求まる．したがって，アンサンブルメンバー数がEnKFの場合m ≥ N + 1で，正規乱数の場合

m ≥ Nで接線形が十分に保たれていれば，アジョイント感度 AAS と第 1アンサンブル感度 AES 1

はほぼ等しくなる．

2.3.2 アジョイント感度と第 2アンサンブル感度の関係性

式 (??)において，初期誤差の相関がゼロ，つまり Piniの非対角成分はゼロであると仮定する

と，P−1
ini の計算はm � Nでも自明となり

AAS ;
1

m − 1
J f inET

iniD
−1
ini ; AES 2 (2.3.5)

と求まる．このときDiniは，対角成分は Piniの対角成分に等しく，非対角成分はゼロの対角行列

である．したがって，初期摂動 (誤差)の相関がゼロで，接線形性が十分に保たれていれば，ア

ジョイント感度 AAS と第 2アンサンブル感度 AES 2はほぼ等しくなる (Ancell and Hakim(2007))．

また，式 (??)を変形すると
1

m − 1
J f inET

ini = AES 2Dini　 (2.3.6)

となるので，式 (??)を式 (??)に代入すると Pini，Diniを用いて AAS と AES 2の関係は次のように

表すことができる．

AAS = AES 2DiniP−1
ini (2.3.7)
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第3章 実験設定

3.1 モデル

3.1.1 Lorenz63モデル

本研究ではほとんどの実験において次の Lorenz63モデル (Lorenz，1963)を用いる．

dx
dt
= −σ(x − y)

dy
dt
= γx − y − xZ

dz
dt
= xy − bz

このとき各パラメタ σ，γ，bは標準値 σ = 10，γ = 28，b = 8/3を用いる．積分時間間隔は

∆t = 0.01とし，積分手法には 4 次のルンゲ=クッタ法を用いる．また評価期間は評価期間を

∆t × τと表わすと，τ = 1 ∼ 100と設定する．

基本解はEnKFで得られた解析アンサンブル平均を初期値 (ini)(図??)として，Lorenz63モデル

で評価期間の最終時刻 (fin)まで積分したときの解とする．今回の実験では、図 ??に表す、3点，

ini=6662，ini=5000，ini=2950を基本解の初期値として扱った．また、このときEnKFには逐次

アンサンブル平方根カルマンフィルタ (Serial Ensembel Square Root Filter，以下Serial EnSRF)(付

録B.5参照)を，膨張係数 (付録B.10参照)は 1.005と設定し，局所化 (付録B.4参照)は行ってい

ない．EnKFの解析アンサンブル平均は、観測システムシュミレーション実験 (Observing System

Simulation Experiment、以下OSSE)から得られたデータを用いている．OSSEでは，観測誤差の

標準偏差は 1.0に設定し、観測は各時間ステップで全地点得られ、全地点観測を同化する設定と

している．またこのとき Serial EnKFを用いてKalnay et al．(2007)の Table 3(a)と同様 (Kalnay

et al．(2007)では EnKFにアンサンブル変換カルマンフィルタ (ETKF)を用いている)のOSSE

実験を行った結果表??のような結果が得られており，Kalnay et al．(2007)の結果と同等の解析

値の精度が得られていることより Serial EnKFのプログラムコードにエラーはないのではない

かと思われる．
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図 3.1: OSSE実験で EnKFを用いたときの各時間ステップ (100 ∼ 7500)での x(横軸)と z(縦軸
)の解析アンサンブル平均．このときアンサンブルメンバー数は 3メンバー．緑は 2950ステッ
プ，青は 5000ステップ、赤は 6662ステップにおける解析アンサンブル平均を示す．

表 3.1: 8タイムステップ毎に観測を同化した結果得られた解析値の真の値とのRMSE(Kalnay et
al．(2007)の Table 3(a)と同様)．表中の数字は RMSEを表し，σは膨張係数の値を表す．

3.1.2 Lorenz96モデル

接線形が成り立ちm ≥ Nであれば AAS ; AES 1(random)，m ≥ N + 1であれば AAS ; AES 1(EnKF)と

いう 2.3.1節ので述べた理論を確認するために次の Lorenz96(Lorenz，1996)を用いる．

dx j

dt
= (x j+1 − x j−2)x j−1 − x j + F (3.1.1)

このとき，添字 j = 1, · · · ,Nは格子点を表す．また右辺第一項は移流項，右辺第二項は散逸項，
右辺第三項は強制 (forcing)に相当する．境界条件は周期境界条件 (X0 = XN)である．時間積分法

として 4次のルンゲクッタ法を用いた場合，Lorenz1996モデルは時間積分間隔∆t = 0.05で安定

することがわかっている．また∆t = 0.2が 1日に相当することが知られている (Lorenz，1996)．

本実験では N = 40及び N = 80とした．

基本解はEnKFで得られた解析アンサンブル平均を初期値 (ini)として，Lorenz96モデルで評

価期間の最終時刻 (fin)まで積分したときの解とする．今回の実験では、初期値 (ini)は ini = 2000

とおき，接線形性を保つため最終時刻 (fin)は f in = 2001とした．また、このとき EnKFには

Serial EnSRF(付録B.5参照)と局所アンサンブル変換カルマンフィルタフィルタ (Local Ensemble

Transform Kalman Filter，以下 LETKF)(付録B.7)を用いた．Serial EnSRF，LETKF共に膨張係
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数 (付録 B.10参照)には動的推定法 (付録 B.10.1参照)を用いており，局所化については Serial

EnSRFは σ = 6(付録 B.4参照)，LETKFについては l1 = 10，l2 = 0 (付録 Cの図??を参照)と設

定した．

EnKFの解析アンサンブル平均は、Lorenz and Emanuel(1998)による次のOSSE(Observing Sys-

tem Simulation Experiment)に基づいて得られたデータである．F=8.0とし，平均 2.0，標準偏差

4.0のガウス分布からランダムに取り出した値を初期値として 7500ステップ積分した結果を真

の値 Xt
j,nとする．このとき jは地点，nは n番目の時間ステップを表す．観測値 Yo

j,nは，平均ゼ

ロ，標準偏差 σ = 1.0のガウス分布からランダム誤差を真の値に加えたものとする．観測は各

時間ステップで全地点得られるものとし，全観測地点を同化する．

なお Serial EnSRF，LETKFにおいてプログラムエラーは付録 Cからないものと思われる．

3.2 評価法

3.2.1 アジョイント感度とアンサンブル感度の構造の比較

Lorenz63モデルの場合

アジョイント感度 AAS と第 1，第 2アンサンブル感度 AES 1，AES 2との構造を比較するための

評価法を定義する．出力 x，y，zに対する感度 AAS
x ，AAS

y ，AAS
z ，AES

x ，AES
y ，AES

z をそれぞれ求め，次

のように差をとる． 
ax,x bx,y cx,z

ay,x by,y cy,z

az,x bz,y cz,z

 =

AAS

x − AES
x

AAS
y − AES

y

AAS
z − AES

z

 (3.2.1)

このとき

RMS Ex =
1
3

(a2
x,x + b2

x,y + c2
x,z) (3.2.2)

RMS Ey =
1
3

(a2
y,x + b2

y,y + c2
y,z) (3.2.3)

RMS Ez =
1
3

(a2
z,x + b2

z,y + c2
z,z) (3.2.4)

とおくと AAS と AES 1，AES 2との比較の評価として次の RMSEを評価する．

RMS Exyz =

√
1
3

(RMS Ex + RMS Ey + RMS Ez) (3.2.5)

Lorenz96モデルの場合

出力 X j( j = 1, · · ·，N)に対する感度 AAS
j ，AES

j をそれぞれ求め，次のように差をとる．
a1,1 · · · a1,N
...
. . .

...

aN,1 · · · aN,N

 =

AAS

1 − AES
1

...

AAS
N − AES

N

 (3.2.6)
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このとき

RMS E j =
1
N

N∑
i=1

a j,i， j = 1, · · · ,N (3.2.7)

とおくと AAS と AES 1，AES 2との比較の評価として次の RMSEを評価する．

RMS EN =

√√√
1
N

N∑
j=1

RMS E j (3.2.8)

3.2.2 Lorenz63モデルでのアジョイント感度とアンサンブル感度の正確さ

入力にある摂動を加えたときの非線形発展から求めた地点 xの真の変化量 δJt
f in,xとアジョイ

ント感度，第 1アンサンブル感度，第 2アンサンブル感度を用いて求めた xの変化量 δJAS
f in,x，

δJES 1
f in,x，δJ

ES 2
f in,xとを比較する．このときの評価方法はAncell and Hakim(2007)の方法 (図 ??)に習

い，δJt
f in，xと δJ

AS
f in,x(または JES 1

f in,x，JES 2
f in,x)の変化量が完全に一致する傾き 1の直線へのあてはま

り具合を示す決定係数で評価する．決定係数は 1に近いほど直線への当てはまりが良く，決定

係数が 1に近いほど両者の値がよく一致することを意味する．

決定係数は相関係数の 2乗で求められる．δJt
f in,xと δJ

AS
f in,x(ここでは例として δJ

AS
f in,xを扱う)の

サンプル数が s個あったとする．このときそれぞれの平均値を

δJt
f in,x =

s∑
k=1

δJt(k)
f in,x，　δJ

AS
f in,x =

s∑
k=1

　δJAS (k)
f in,x (3.2.9)

と表すと δJt
f in,xと δJ

AS
f in,xの相関係数 Rは

R =
1
s

∑s
k=1(δJt(k)

f in,x − δJt
f in,x)(δJ

AS (k)
f in,x − δJ

AS
f in,x)√

1
s

∑s
k=1(δJt(k)

f in,x − δJt
f in,x)2 ×

√
1
s

∑s
k=1(δJAS (k)

f in,x − δJ
AS
f in,x)2

(3.2.10)

から求められる．よって決定係数は式 (??)の 2乗から求められる．

摂動 (次元 3)のサンプル数 sは s = 100とし，本研究では 2通りの手法で摂動を生成する．1

つは正規乱数を用いて摂動を生成する手法で，以下では標準偏差σの正規乱数から求めた 100

個の摂動を prandom
σ と表記する．2つめの手法はAncell and Hakim(2007)と同様の手法で，誤差

共分散 Piniを反映した摂動を生成する．以下では誤差共分散 Piniを反映した k番目の摂動を pP
k

とする．また行列 Piniの i列目のベクトルを pi，n行 i列を P(n, i)と表記すると，本研究では k

番目の摂動 pP
k は

pP
k =

pi

P(i, i)
× 0.01 × ak　 (3.2.11)

で与えられるものとする．このとき akは標準偏差 1の正規分布からランダムに取られた値を示

し，k = 1 ∼ 34のとき i = 1，k = 35 ∼ 67のとき i = 2，k = 68 ∼ 100のとき i = 3と設定する．
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第4章 結果

4.1 Lorenz98モデルでの結果

4.1.1 アジョイント感度と第 1アンサンブル感度の比較

図 ??は次元 N = 40，N = 80の Lorenz98モデルを用いて予報タイムステップ τ = 1でア

ンサンブルメンバー数をパラメタとしたときのアジョイント感度場と第 1アンサンブル感度場

AES 1(random)，AES 1(EnKF)との差RMS ENを表す．このとき正規乱数の標準偏差の大きさはσ = 0.01

とした

(1) AES 1(random)に関しては，m = Nとm = N − 1で急激に RMS Eが大きくなっており，m < N

で AES 1(random) の計算がうまくできていないことが確認できる．これは AES 1(random) ; AAS

となるにはm ≥ Nでなけらればならないという理論と整合的である．

(2) AES 1(EnKF)に関しては，m = Nとm = N − 1で急激にRMS Eが大きくなっており，m < N + 1

で AES 1(EnKF)の計算がうまくいっていないことがわかる．これは AES 1(ENKF) ; AAS となる

にはm ≥ N + 1でなけらればならない理論というと整合的である．

(3) AES 1(ransuu)の方が AES 1(EnKF)よりも AAS の値に近い値をとる．

(4) Serial EnSRFを用いたAES 1(EnKF)の方がLETKFを用いたAES 1(EnKF)よりもAAS との差RMS E

が小さい．

図 4.1: N = 40(左図)，N = 80(右図)で AAS とそれぞれ標準偏差 σ = 10−2 の正規乱数を用い
た AES 1(random)(赤)，Serial EnKFを用いた AES 1(EnKF)(青)，LETKFを用いた AES 1(EnKF)(黒)との差
RMS EN
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4.2 Lorenz63モデルでの結果

4.2.1 アジョイント感度場と第 1アンサンブル感度場の構造の比較

正規乱数の大きさを変化させた場合

アンサンブルメンバー数m = 10000とm = 3で標準偏差をパラメタとして AES 1(random)と AAS

との比較を行った結果を図 ??に示す．図 ??から以下のことがわかる．

(5)：正規乱数の大きさを小さくするほど，AES 1(random)と AAS がより一致する．

図 4.2: アンサンブルメンバー数mで標準偏差σの正規乱数を入力アンサンブル摂動とした第 1
アンサンブル感度とアジョイント感度との差 RMS Exyz(縦軸)と予報タイムステップ τ(横軸)と
の依存関係．このとき黒は σ = 10−1，赤は σ = 10−2，緑は σ = 10−3，青は σ = 10−4，黄色は
σ = 10−5，ピンクはσ = 10−6 を表す．上から初期時刻 ini=6662，ini=5000，ini=2950の場合を
示す．
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メンバー数を変化させた場合

アンサンブルメンバー数mをパラメタとして，標準偏差σ = 10−1，10−2の正規乱数を用いた

AES 1(random)と AAS との比較を行った結果を図 ??の左，中央に，AES 1(EnKF)と AAS との比較を行っ

た結果を右に示す．このときアンサンブルメンバー数 m = 3の AES 1(EnKF)に関しては擬似逆行

列を用いてを計算した．これらの結果から，以下のことが見て取れる．

(6) 一般的にメンバー数が大きくなるほど AES 1(random)と AAS がより一致している．

(7) ini = 6662でσ = 0.1(左上図)の場合のみ，予報タイムステップ τ = 50前後からメンバー数

に関わらずほぼ AES 1(random)と AAS の差 RMS Exyzが等しくなる．

(8) メンバー数が大きくなるほど AES 1(EnKF)と AAS が一致するわけではない．

(9) AES 1(EnKF)よりσ = 0.1以下の正規乱数を用いた AES 1(random)の方が AAS と一致する．これは

(3)と同様の傾向である．

図 4.3: アンサンブルメンバー数mで標準偏差 σ = 10−1(左)，σ = 10−2(中央)の正規乱数を入力
アンサンブル摂動とした第 1アンサンブル感度，EnKFから求められた摂動を入力アンサンブル
摂動とした入力第 1アンサンブル感度 (右)とそれぞれのアジョイント感度との比較RMS Exyz(縦
軸)と予報タイムステップ τ(横軸)との依存関係．このとき黒が m = 104，赤が m = 103，緑が
m = 102，青が m = 101，ピンクが m = 4，水色が m = 3を表す．上から初期時刻 ini=6662，
ini=5000，ini=2950の場合を示す．
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4.2.2 アジョイント感度場と第 2アンサンブル感度場の構造の比較

メンバー数を変化させた場合

アンサンブルメンバー数 mをパラメタとし，標準偏差 σ = 10−1，10−6 の正規乱数を用いた

AES 2(random)と AAS との比較の結果をそれぞれ，図 ??の左図，中央図に，AES 2(EnKF)と AAS との

比較の結果を図 ??の右図に示す．このときアンサンブルメンバー数m = 3の AES 2(EnKF)に関し

ては擬似逆行列を用いてを計算した．これらの図から以下のことがいえる．

(9) AES 2(random)と AAS との差 RMS Exyzはメンバー数が大きいほど小さい．

(10) AES 2(random)と AAS との差RMS Exyzは同じメンバー数の場合正規乱数の大きさに関わらずほ

ぼ等しい．

(11) ini = 6662で σ = 0.1(左上図)の場合のみ，予報タイムステップ τ = 50前後からメンバー

数に関わらずほぼ RMS Exyzが等しい．これは前節の (7)と同じ傾向である．

(12) AES 2(EnKF)と AAS との差 RMS Exyzはメンバー数に関わらずほぼ等しい．

(13) AES 2(EnKF)はAES 1(EnKF)(図??の右図)と比べると，τが小さいときAES 2(EnKF)の方がRMS Exyz

が小さいが τが大きくなると AES 2(EnKF)の方が RMS Exyzが大きい．
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図 4.4: アンサンブルメンバー数mで標準偏差σ = 10−1，σ = 10−6の正規乱数を入力アンサンブ
ル摂動とした第 1アンサンブル感度と，EnKFから求められた摂動を入力アンサンブル摂動と
した入力第 1アンサンブル感度とアジョイント感度とのそれぞれの比較 RMS Exyz(縦軸)と予報
タイムステップ τ(横軸)との依存関係．このとき黒がm = 104，赤がm = 103，緑m = 102，青点
がm = 101，ピンクがm = 4を示す．水色がm = 3を表す．上から初期時刻 ini=6662，ini=5000，
ini=2950の場合を示す．
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4.2.3 アジョイント感度と第 1アンサンブル感度，第 2アンサンブル感度の正
確さの比較

標準偏差σ = 0.01の正規乱数を入力アンサンブル摂動として用いた場合

図 ??の左図は誤差共分散の構造に応じた摂動 pPを，図 ??の右図は標準偏差σ = 0.1の正規

乱数から求めた摂動 prandom
0.1 をサンプルと，AAS，AES 1(random)，AES 2(random)を用いてそれぞれ推定

した地点 xの変化量 δJAS
f in，x，δJ

ES 1(EnKF)
f in，x ，δJES 2(EnKF)

f in，x の正確さを表す．このとき入力アンサンブ

ル摂動のメンバー数はm = 3とした．これらの図から以下のことが見て取れる．

(14) 誤差共分散の構造に応じた摂動 pPを与えた場合，AAS，AES 1(EnKF)，AES 2(EnKF)のどれを用

いてもほぼ同等の決定係数をとっている．

(15) 標準偏差 0.1の正規乱数から求めた摂動 prandom
0.1 を与えた場合，AAS，AES (random)は同等の精

度が得られているが，AES 2(EnKF)はすぐ決定係数が 1から小さくなっており，AAS，AES 1の

ように Jt
f in,xを推定できていない．

図 4.5: 摂動 pP(右)，摂動 prandom
0.1 (左) を加えたときの Jt

f in，x とそれぞれ JAS
f in，x(赤)，JES 1

f in，x(黒)，
JES 2

f in，x(緑)との関係を表す決定係数 R2(縦軸)と予報タイムステップ τ(横軸)依存関係．このと
き入力アンサンブル摂動のメンバー数は m = 3とした．上から初期時刻 ini=6662，ini=5000，
ini=2950の場合を示す．
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EnKFの摂動を入力アンサンブル摂動として用いた場合

図 ??の左図は誤差共分散の構造に応じた摂動 pPを，図 ??の右図は標準偏差 σ = 0.01の正

規乱数を用いた摂動 prandom
0.01 を与え，AAS，AES 1(EnKF)，AES 2(EnKF)を用いてそれぞれ推定した地

点 xの変化量 δJAS
f in，x，δJ

ES 1(EnKF)
f in，x ，δJES 2(EnKF)

f in，x の正確さを表す．このとき入力アンサンブル摂動

のメンバー数はm = 4とした．これらの図から以下のことが見て取れる．

(16) 誤差共分散の構造に応じた摂動 pPを与えた場合，AAS，AES 1(EnKF)，AES 2(EnKF)のどれを用

いてもほぼ同等の決定係数をとっている．AAS と AES 2(EnKF)がほぼ同等の決定係数をとっ

ていることはAncell and Hakim(2007)による図 ??の結果と整合的である．

(17) 標準偏差 0.01の正規乱数を用いた摂動 prandom
0.01 を与えた場合，AAS の決定係数は予報タイ

ムステップ τ = 1 ∼ 100にかけてほぼ 1であり真の変化量 Jt
f in,xを良く推定できているが，

AES 1(EnKF)では予報タイムステップ τ = 5前後から，AES 2(EnKF)ではすぐに決定係数が 1か

ら小さくなっており，AAS のように Jt
f in,xをうまく推定できていない．

図 4.6: 摂動 pP(右)，摂動 prandom
0.01 (左)を加えたときの Jt

f in，xとそれぞれの JAS
f in，x(赤)，JES 1

f in，x(黒)，
JES 2

f in，x(緑)との関係を表す決定係数R2(縦軸)の値と予報タイムステップ τ(横軸)との依存関係．こ
のとき入力アンサンブル摂動のメンバー数はm = 4とした．上から初期時刻 ini=6662，ini=5000，
ini=2950の場合を示す．
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第5章 考察

4章で (1)∼(17)が得られた原因について考察していく．

まず，(1)と (2)の結果であるが，この結果が得られたのは入力アンサンブル摂動 Einiが正規

乱数の場合アンサンブルメンバ数m <モデルの次元 N，EnKFから得られた摂動の場合アンサ

ンブルメンバ数m <モデルの次元 N + 1で Piniがランク落ちのため逆行列の計算がうまくでき

ていないことから生じたためであり,これは 2.3.1節での理論と整合的である．

次に (4)について考察する．なお (3)については (9)の考察で触れる．今回用いた Serial EnSRF

と LETKFの大きな違いは，アンサンブルメンバー不足によるサンプリングエラーを除去する

ために用いる局所化の仕方の違いである．Serial EnSRFはガウス分布を近似した関数で局所化

(付録 B.4の図 B.4を参照)をしているのに対し，LETKFは lopal patch内は 1，lopal patch外は

ゼロという不自然な階段関数を用いた局所化をしている．そのため，LETKFは Serial EnSRFに

比べると離れた格子点でのサンプリングエラーがうまく除かれているとは言えない．その結果，

LETKFの方がより RMS EN が大きくなったことに起因しているものと思われる．

(5)では正規乱数の大きさが小さいほど AAS と AES 1(random)がより等しくなることが見て取れた

が，これは正規乱数の大きさが小さいほど入力と出力が線形関係であるという仮定を満たして

いるからだと考えられる．AES 1の計算式 (??)から考慮すると，アンサンブルメンバー数が等し

ければ正規乱数の大きさに関わらず Piniに含まれるサンプリングエラーは等しいため，J f inET
ini

の見積りに AES 1(random)が依存しているといえる．このことから正規乱数の大きさが小さいほど

J f inET
iniの見積りが良いことがわかる．

(6)ではメンバー数が大きくなるほど AES 1(random)が AAS により近づくことが見て取れた．これ

は，AES 1の計算式 (??)で J f inET
ini，Piniを見積もるのにメンバー数が少ないほどより大きなサン

プリングエラーが特に非対角成分に含まれるためだと考えられる．このとき EiniEt
iniの非対角成

分を図 ??に示す．図 ??よりメンバー数が小さくなるほど，非対角成分 (相関)のサンプリング

エラーの影響が大きく現れていることがわかる．このことに付随して (9)でメンバー数が大き

くなるほど AES 2(random)と AAS の差RMS Exyzが小さくなることが見て取れたのは，メンバー数が

大きくなるほどサンプリングエラーが小さくなっているからである．つまりそれは相関成分が

小さくなることと同意である．これは，初期摂動の相関成分がゼロで接線形性が保たれている

場合 AES 2(random)と AAS がほぼ等しくなるので，初期摂動の相関が小さいほど AES 2(random)は AAS

に近づくと言えることと同じある．一方で EnKFを摂動とした場合はそのときの誤差分布に応

じた摂動が得られるためアンサンブルメンバーを増やしたところで相関が小さくなることは考

27



図 5.1: 行列 Piniの (1,2)成分 (左)，(1,3)成分 (中央)，(2,3)成分 (左)を表す．このとき上図から
メンバー数，104，103，102，101，3．図中の数値は実際の各成分の値を示す．上から初期時刻
ini=6662，ini=5000，ini=2950の場合を示す．
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えられないので，AES 2(EnKF)は AES 2(random)のようにメンバー数を増やすほど AAS に近づくとい

う性質はないといえる．

次に，(7)と、(7)と同じ傾向をもつ (11)の結果について考察する．図??は，の標準偏差σ = 0.1

，0.01の正規乱数を入力アンサンブル摂動としてアンサンブル予報を行なったときの解の軌道

をみると，初期時刻 ini=6662でσ = 0.1の正規乱数を摂動とした場合のみ複数の予報アンサン

ブルメンバーが予報タイムステップ τ = 40くらいから大きく基本解からずれていることがわか

る．このことから，τ = 40前後以降から基本解から大きくずれた出力サンプルが回帰分析に悪

影響を与えてることで (3)と (8)のような結果が得られたといえる．よって，この事実から予報

アンサンブルメンバーが基本解からずれないように入力アンサンブル摂動はできるだけ小さく

とることが望ましいといえる．AES 1(random)に関しては (5)より正規乱数の大きさが小さいほど

AAS に近づくことが確かめられているので，AES 1(random)を用いる場合，丸め誤差が生じない程

度の小さな正規乱数を用いるのが良いと結論づけられる．

次に (8)で得られた結果について考察する．まず図 ??の右図を見ると τ = 1のときメンバー

数にかかわらずほぼRMS Exyzの大きさがほぼ同等である．このことからアンサンブルメンバー

数に関わらず EnKFから得られた摂動から求められる Piniの見積りはほぼ同等であるといえる．

またEnKFから得られた摂動でアンサンブル予報を行ったときの解の軌道を図 ??，図 ??，図 ??

に示す．これらの図からアンサンブルメンバー数m = 104，103のEnKFから得られた摂動には基

本解から大きくずれた摂動が含まれていることがわかる．よってm = 104，m = 103では基本解

からずれた大きな出力サンプルがありそれが回帰分析において大きな影響を持ち回帰分析に悪

影響を与えることが推定されるため，メンバー数を大きくすればRMS Exyzが小さくなるわけで

はないといえる．また基本解に沿ったアンサンブル解が得られているメンバー数がm = 102，101

，4のRMS Exyzを比べると，ini = 6662では τが大きくなるとともに各メンバーがとるRMS Exyz

の値は異なるが，ini = 5000では似通った値をとり，ini = 2950ではほぼ等しいことがわかる．

よって AES 1(EnKF)は解を得られた場の流れによって特徴が大きく左右されているといえる．しか

し，一方で (12)では初期時刻 iniに関わらず等しい値をとることがわかっている．また (13)か

らは τが大きくなると AES 1(EnKF)の方が AES 2(EnKF)よりも大きくなることがわかっているので，

τが大きくなるほど J f inET
iniの出力 xと入力 yの相関，出力 xと入力 zの相関など入力と出力と

変数が異なる部分の相関が τが大きくなるほどうまく表せていないことが考えられる．よって

場の流れに左右されている成分は入力と出力との変数が異なる部分の相関ではないかと考えら

れる．

次に (9)の AES 1(random)の方が AES 1(EnKF)よりもより AAS に近い値をとっていた理由について考

察する．AES 1(random)と AES 1(EnKF)の違いは入力アンサンブル摂動として，正規乱数を用いるか

EnKFから得られる摂動を用いるかであり，それは流れに応じた誤差共分散を考慮していない

摂動を用いているのか流れに応じた誤差共分散を考慮している摂動を用いているかの違いであ

る．よって両者の誤差共分散の構造について調べる．m = 4の EnKFの摂動から求めた誤差共

分散を PEnKF
ini とする．このとき PEnKFの標準偏差の大きさは図 ??に示す通りで標準偏差 0.1に

29



図 5.2: 基本解の軌道 (赤線)と基本解に標準偏差σ = 0.1(左図)，σ = 0.01(右図)の正規乱数を入
力アンサンブル摂動として加えたときのアンサンブル予報 (青線)の解の軌道を示す．このとき
予報タイムステップ τ = 100までの解の軌道を示す．赤点と赤点の間隔は τ = 10である．上か
ら初期時刻 ini=6662，ini=5000，ini=2950．
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図 5.3: 基本解の軌道 (赤線)と基本解に EnKFから得られた摂動を入力アンサンブル摂動として
加えたときのアンサンブル予報 (青線)の解の軌道を示す．このとき予報タイムステップ τ = 100
までの解の軌道を示す．赤点と赤点の間隔は τ = 10である．初期時刻 ini=6662で上段左からア
ンサンブルメンバー数m = 104，103，102，下段左からm = 101，4，3の場合を表す．

図 5.4: 図 ??と同様．ただし初期時刻 ini=5000

図 5.5: 図 ??と同様．ただし初期時刻 ini=2950．
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表 5.1: 各初期時刻 ini = 6662，5000，2950におけるアンサンブルメンバー数m = 4の EnKFの摂
動から求めた誤差共分散行列の標準偏差の大きさ．(1,1)は行列 Pの 1行 1列成分の標準偏差で
あることを示す．

表 5.2: アンサンブルメンバー数 m = 4で正規乱数から求められる誤差共分散行列 Prandom
ini と各

時間ステップ (ini)で EnKFから得られた摂動から求められる誤差共分散行列 PEnKF
ini を固有値分

解した結果の固有値．

近い値をとっている．そこでm = 4の標準偏差 σ = 0.1の大きさの正規乱数から求めた誤差共

分散 Prandom
ini と PEnKF

ini とを比較する．表??は Prandom
ini と PEnKF

ini の両者を固有値分解した結果の固

有値を表す．表??から PEnKF
ini の固有値の 1つが Prandom

ini の固有値よりもかなり小さいことがわか

る．このとき誤差共分散行列を固有値分解し，逆行列をとると以下のように表せられる．

(Pini)−1 = S D−1S T (5.0.1)

このとき Dは固有値を対角成分に持つ対角行列で，S は各固有値に対応する固有ベクトルを成

分に持つ行列である．よって，PEnKF
ini の固有値のひとつがかなり小さいことによって (DEnKF

ini )−1

の値は Drandom
ini よりも大きくなり，(PEnKF

ini )−1の各成分の大きさは (Prandom
ini )−1 成分よりもより大

きな成分がとられることが考えられる．その結果，第 1アンサンブル感度を求める式 (??)より，

JiniEt
iniに (PEnKF

ini )−1をかけると，JiniEt
iniに (Prandom

ini )−1をかけたときよりも JiniEt
iniに含まれるサン

プリングエラーの影響が大きく反映されてしまい，AES 1(EnKF)は AES 1(random)よりも AAS との差

が大きくなっていると考えられる．これは，(3)についても同様のことが考えられる．

次に (10)について考察する．(5)では正規乱数が小さくなるほど AES 1(random) と AAS との差

RMS Exyzが小さくなるのが確認されたのに対し，(7)では AES 2(random) と AAS との差 RMS Exyzが

正規乱数の大きさに関わらずほぼ等しいということが確認された．アンサンブルメンバー数が

同じで正規乱数の大きさが同じであれば，AES 1(random)と AES 2(random)の計算において J f inET
iniは同

じ値なので，両者の違いは (Pini)−1，(Dini)−1の部分で非対角成分がゼロでないか，ゼロであるか
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ということである．つまり、(5)と (10)の結果から (Pini)−1で非対角成分があれば正規乱数を小さ

くしたほうが RMS Exyzは小さくなり (Dini)−1で非対角成分があれば正規乱数の大きさを変えて

も RMS Einiはほぼ同等であるということがいえる．この理由は次のように考えられる．J f inET
ini

に (Pini)−1をかけると J f inET
iniの 3成分すべてが AES 1(random)に反映されるが，(Dini)−1をかけると

J f inET
iniの 1成分のみしか AES 2(random)に反映されない．そのため正規乱数の大きさが小さくなっ

て J f inET
iniの 3成分の見積りが良くなったとしても 1成分しか AES 2(random)の結果に反映されない

ため，3成分すべてが反映される AES 1(random)よりも J f inET
iniの見積りの改善の改善の影響が反映

されにくいと考えられる．このことから AES 2(random)では正規乱数の大きさを変えても RMS Exyz

がほぼ変わらないのではないかと考えられる．

(14)，(15)では誤差共分散の構造にあった摂動 pPをサンプルとしても，標準偏差 0.1の正規乱

数から求めた摂動 prandom
0.1 をサンプルとしてもAAS，AES 1(random)から見積もった JAS

f in，x，JES 1(random)
f in，x

の正確さはほぼ同様であることが見て取れた．これは，AAS と AES 1(random)の値がほぼ等しいこと

から理解できる．次に，誤差共分散の構造にあった摂動 pPをサンプルとした場合は AES 1(random)

と AES 2(random)から見積もった JES 1(random)
f in，x ，JES 2(random)

f in，x の正確さが等しい理由について考える．こ

れは以下の理由から理解できる．行列 Piniの i列目のベクトルを piとおく．このとき摂動 pPは

誤差共分散 Piniの誤差分布に対応した摂動なので，その k番目の摂動はある任意の係数 bを用

いて，pP
k = bpiと表現できる．このとき i番目の成分が 1でその他の成分がゼロのベクトルを Ii

とすると

(Pini)−1 pP
k = bIi (5.0.2)

(Dini)−1 pP
k = bIi (5.0.3)

と求まるので，δJES 1(random)と δJES 2(random)は結局等しくなることがわかる．

δJES 1(random) = AES 1(random) pP
k (5.0.4)

=
b

m − 1
J f inET

iniIi (5.0.5)

δJES 2(random) = AES 2(random) pP
k (5.0.6)

=
b

m − 1
J f inET

iniIi = δJES 1(random) (5.0.7)

(16)で誤差共分散の構造にあった摂動 pPを与えた場合 AES 1(EnKF)と AES 2(EnKF)から見積もった

JES 1(EnKF)
f in，x ，JES 2(EnKF)

f in，x の正確さが同等であったのも上記と同様の理由であると言える．よって，

誤差共分散の構造にあった摂動 pPをサンプルとした場合は AES 1を用いても AES 2を用いても同

等の出力の変化量が得られることがわかる．よって，誤差共分散構造に応じた初期摂動 pPの変

化量の推定をする場合AES 1はAES 2に置き換えることができるといえる．また，AAS，AES 2(random)

から見積もった JAS
f in，x，JES 2(random)

f in，x の正確さはほぼ同様であることから，誤差共分散構造に応じ

た初期摂動 pPの変化量の推定をする場合 AAS は AES 2で近似的に置き換えることが可能である

といえる．
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しかし，一方で (15)，(17)では AES 2(random)，AES 1(EnKF)，AES 2(EnKF)は誤差共分散の構造にあっ

ていない摂動を与えた場合，決定係数がすぐに 1から小さくなっており，AAS のように真の変化

量 Jt
f in,xをうまく推定できていない結果が得られている．これは，アンサンブル感度はある入力

アンサンブル摂動 Aとその結果得られた出力アンサンブル摂動 Bの関係を回帰分析した結果得

られた感度であるので，Aとは性質の違う入力アンサンブル摂動Cを無理に Aと Bの関係に当

てはめても出力の変化量はうまく推定できないからだといえる．したがって，感度 AES 2(random)，

AES 1(EnKF)，AES 2(EnKF)は入力アンサンブル摂動から求めた誤差共分散の構造 (それぞれ Drandom
ini ，

PEnKF
ini ，DEnKF

ini )に準ずる感度であるといえる．
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第6章 議論

4，5章での結果，考察をもとにアンサンブル感度の用い方について議論する．第 1アンサン

ブル感度を計算のためには，入力アンサンブル摂動が正規乱数の場合m ≥ N，EnKFの摂動の

場合m + 1 ≥ Nであることが確かめられた以上，第 1アンサンブル感度をそのまま正直に大次

元モデルで用いることは計算資源面の問題から不可能である．よって，アジョイント感度と同

様の感度場を見るために第 1アンサンブル感度を用いるという発想は実現困難である．．しか

し，一方でランク落ちした行列の逆行列を擬似逆行列を用いて近似的に表すことができれば，

アンサンブルメンバー数がモデルの次元より小さくても第 1アンサンブル感度の計算は理論上

可能となる．しかし，まだ擬似逆行列を用いて第 1アンサンブル感度を表した研究例はなく，ど

こまでメンバー数を減らすことができ，どれくらいの精度で逆行列が近似されているのか，ア

ジョイント感度にどの程度近い値をとるかについては検討しなくてはならないと言える．仮に

アジョイント感度の代用として擬似行列を用いた第 1アンアンサンブル感度を用いることを考

えた場合は，入力アンサンブル摂動として EnKFから得られた摂動を扱うよりも標準偏差を最

大限界に小さくした正規乱数を用いた方が (7)，(9)の結果，考察から良いと思われる．AAS と

同様の感度場を見れるものとして一番期待できそうなのは AES 2(random)である．メンバー数を多

く取れれば AES 2(random)は AAS に近づくことを確認したが，実際どれくらいのメンバー数があれ

ば AES 2(random)は AAS のと似たような感度場を再現できるのか，そのメンバー数は大次元系での

計算資源面の問題をクリアできるのかといったことを今後検討していく必要がある．

また，入力アンサンブル摂動として EnKFから得られた摂動を用いる場合は正規乱数を用い

る場合とは異なり，その摂動の大きさはデータ同化する観測の誤差の大きさに依存するため，

観測誤差が大きいときには入力アンサンブル摂動も大きくなることが想定される．また膨張係

数の値が大きければ，それはさらなる摂動の拡大につながる．そのため，EnKFから得られた

摂動を入力アンサンブル摂動として用いることは図 ??の左上図で見られたようにアンサンブ

ルメンバーが基本解からずれた軌道をとってしまう恐れがあり正確な回帰分析ができなくなる

危険性をはらんでいることを念頭に置いとかなければならないといえる．

また、Ancell and Hakim(2007)では AES 2(EnKF)の感度場の構造を調べているが，(16),(17)の結

果，考察から過去のどのような物理過程が現在や未来の変動を引き起こすのかといった物理過

程の推論に第 2アンサンブル感度 AES 2(EnKF)用いることは困難なのではないか思われる．なぜ

なら AES 2(EnKF)は EnKFから見積もった誤差共分散構造に応じた感度を表わしているが，その

誤差共分散構造はアンサンブルメンバー数や膨張係数の大きさや局所化の方法などによって大
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きく左右されるため，パラメタの取り方次第で感度の見え方が変わると考えられ，また誤差共

分散の見積りが悪ければそれは結局誤った感度を見ていることにつながると言えるからである．

しかし，AES 2(EnKF)は機動的観測や観測インパクトの評価には便利であるといえる．なぜなら，

これらを評価するためには今どういう誤差の分布なのか，すなわちどういう誤差共分散構造で

あるかを考慮において評価からである．よって考察で述べた通り，誤差共分散が考慮されてい

る条件下での出力の変化量を求めるのは AES 1(EnKF)，AAS の代わりに AES 2(EnKF)を代用すること

が可能であるため，AES 2(EnKF)は機動的観測や観測インパクトの評価には便利であるといえる．

36



第7章 まとめ

本研究では，感度解析法の手法のうちアジョイント感度とアンサンブル感度を用いた手法に

注目し，Lorenz63，Lorenz96モデルを用いてアジョイント感度とアンサンブル感度との比較を

行いアンサンブル感度の特徴について調べた．

Ancell and Hakim(2007)では，EnKFから得られた摂動を用いた第2アンサンブル感度AES 2(EnKF)

とアジョイント感度 AAS の比較が行われているが，本研究では新たに，EnKFから得られた摂動

を用いた第 1アンサンブル感度 AES 1(EnKF)，正規乱数を用いた第 1アンサンブル感度 AES 1(random)，

第 2アンサンブル感度 AES 1(random)とアジョイント感度 AAS の比較を行い，メンバー数依存性に

ついて調べた．

その結果 AES 1(random)については，まず計算条件としてアンサンブルメンバー数≥モデルの次
元 (m ≥ N)でなければならないことが確かめられた．そして以下の特徴がわかった．

• 正規乱数の大きさを小さくするほど AAS に近づく．

• アンサンブルメンバーを小さくするほどサンプリングエラーが大きくなるため，メンバー
数が大きいほど AAS に近づく．

• AAS に近づくためには，各アンサンブルメンバーの解の軌道が基本解の軌道に沿ったもの

でなければならない．

AES 1(EnKF)については，まず計算条件としてアンサンブルメンバー数≥モデルの次元 (m+1 ≥ N)

でなければならないことが確かめられた．そして以下の特徴がわかった．

• AES 1(random)ほど AAS に近づかない．この原因は誤差共分散の構造の違いによるものと考え

られた．

• AAS の値にどの程度近づくかは，局所化の仕方，膨張係数の大きさに依存する．

また第 2アンサンブル感度 AES 2(random)，AES 2(EnKF)について以下の特徴がわかった．

• AES 2(random)はメンバー数が大きくなるほどサンプリングエラーが小さくなり，その分相関

が小さくなるため AAS に近づく．この性質は AES 2(EnKF)にはない．そのためメンバー数を

多くとることが可能であれば AES 2(random))は AAS と同様の感度場を見るための代用品とし

て用いることが可能である．このときどの程度のメンバー数が必要かは今後検討が必要．

• 入力アンサンブル摂動から求めた誤差共分散の構造に基づく初期摂動を与えれば，AES 2(random)

と AES 1(random)，また AES 2(EnKF)，AES 1(EnKF)の出力の変化量の推定値は一致．AAS の出力の
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変化量の推定値とはほぼ等しい．そのため機動的観測や観測インパクトの評価などには

AAS や AES 1(EnKF)を AES 2(EnKF)で置き換えることができる．
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付録A 数値天気予報とデータ同化の概要

現在の天気予報は数値天気予報に大きく依存している．数値天気予報の精度の向上のために

は，大きく数値予報モデルの高度化と初期値の改善が必要である．大気はカオス系であるため，

初期値に含まれる誤差は指数関数的に増加してしまい，予報に悪影響を与える．そのため，大

気のような時間発展する複雑なシステムの状態を，数値モデルの結果に観測データをうまく取

り込み高精度な初期値をいかに生成するかが課題となる．このような初期値生成法をデータ同

化という．

データ同化には線形最小分散推定法を基礎とするデータ同化手法と，最尤推定法を基礎とす

るデータ同化手法がある．まず，データ同化の初期研究で最初に提案されたのが関数当てはめ

法である (Panofsky，1949；Gilchrist and Cressman，1954)．この手法は，気象要素の場を有限

の基底関数の線形結合で表し，展開係数を観測データに基づいて最小二乗法で求める手法であ

る．基底関数として多項式を用い，解析領域を小領域に分割して考えている．関数当てはめ法

は観測にフィットするような関数を求めるもので，予報を観測で修正するものではないため厳密

にはデータ同化とは言わず客観解析と呼ばれる．線形最小分散推定基礎とするデータ同化手法

として初めて提案されたのが逐次修正法 (Bergthorsson and Doos，1955),最適内挿法 (Eliassen，

1954；Gandin，1963)である．数値モデルによる最新の予報値 (第一推定値という)と観測値の

重み付け平均をとり，予報を観測で修正することによって最適な値（解析値）を推定する手法

で，逐次修正法では重みを経験的に，最適内挿法では統計的に与えている．これらの手法では,

観測値がモデルの変数と線形関係であるという制約がある．最尤推定法を基礎とするデータ同

化手法として初めて提案されたのが 3次元変分法 (three-dimensional variational assimilation，以

下 3D-VAR)である．変分法を客観解析に利用することは，Sasaki(1958)によって初めて研究さ

れた．観測値がモデルの変数と線形関係であるという制約はなく，1991年 6月に米国気象局の

全球 3次元変分法が現業データ同化システムに採用された．しかし，3D-Varは時間軸が含ま

れない (解析に使うすべての観測データが解析時刻に観測されたものとみなす)ものであった．

そこで次に時間軸にも拡張された 4次元変分法 (four-dimensional variational assimilation，以下

4D-var)が提案され，理論的背景が Le Dimet and Talagrand(1986)や Talagrand and Courtir(1987)

によって論じられた．4D-varは時間軸を含むため非定時の観測も同化することができ，流れに

依存する誤差共分散行列を与えることができる．4D-Varは 1991年に ECMWFの全球解析に採

用され，2002年に気象庁がメソ解析に導入されている．現在では気象庁を含む 5つの数値予報

センターが全球解析に 4D-Varを採用しており，気象の分野における主流のデータ同化手法と
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なっている．

4D-Varに対し，もう１つの高度なデータ同化としてカルマンフィルタ (Kalman filter，以下

KF)がある．KFは誤差のある観測値を用いて動的システムの状態を推定，あるいは制御するた

めのフィルタであり，Kalman(1960)によって提唱された．KFは誤差の確率密度分布がガウス

分布で、時間発展が線形モデルである場合に推定誤差 (推定値と真の解との差)を最小とする最

適な解を与える．Jazwinski(1970)ではさらに線形理論のKFを非線形系にも適応できるように，

非線形モデルを摂動の線形方程式で近似することで，非線形システムでも適用できるように拡

張した．これは拡張カルマンフィルタカルマンフィルタ (Extented Kalman Filter，以下 EKF)と

呼ばれる．しかし，EKFでは流れに依存した誤差共分散 (予報誤差共分散行列)の時間発展を陽

に計算しなくてはならないため，自由度が膨大の数値予報モデルには適応できない問題があっ

た．そこで，Evensen(1994)は EKFの予報誤差共分散行列をアンサンブル予報を用いて近似す

るアンサンブルカルマンフィルタ (Ensemble Kalman Filter，以下 EnKF)を提唱した．EnKFは

アンサンブル予報とデータ同化を組み合われた手法であり，アンサンブル予報のための初期摂

動を生成するため，データの手法の観点だけでなく，初期摂動生成法の観点においても研究 (例

えば，Bowler，2006；Descamps and Talagrand，2007)が活発になされている．EnKFについて

詳しくは付録 Bにまとめた．

EnKFと 4D-Varは，予報モデルが完全で線形性が保たれているという条件下では，かつ 4D-

Varにおいては無限時間同化ウィンドウ，EnKFにおいては無限のアンサンブルサイズという

理想的な条件では，理論的に双方とも同値であることが知られている．(Bouttier and Courtier，

1999) Firtig et al.(2007)では，Lorenz96モデル用いて EnKFと 4D-Varを比較しており，その結

果十分長いタイムウィンドウをとった 4D-Varの解析誤差と、十分なアンサンブルサイズをとっ

た EnKFの解析誤差は同程度であり，両者の初期値からの予報精度も同程度であることが示さ

れている．しかし，現実的にはモデルは不完全であり，計算資源には限りがあるため 4D-Varに

対しては同化時間ウィンドウの長さ，EnKFに対してはアンサンブルサイズが問題となる．そ

のような中，現在までにどちらがより優れたデータ同化手法であるかの議論がなされてきてい

る (例えば，Lorenc，2003；Kalnay et al．2007)が今のところどちらがよいかの結論はない．実

用的観点の面を考えると，4D-Varはアジョイントモデルの開発には多大のコストがかかり，モ

デルの改良・変更などがあると再度アジョイントを改良しなくてはならないが，EnKFは最新の

モデルをそのまま適用できる利点がある．そのため，同じ計算資源を与えられたときに EnKF

が 4D-Varと同等精度であることが示されれば，EnKFは現業センターにおいて将来の選択肢と

して有望であることが三好 (2008)で主張されている．
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付録B カルマンフィルタに基づくデータ
同化のレビュー

B.1 カルマンフィルタ (KF)

KFは誤差のある観測値を用いて動的システムの状態を推定，あるいは制御するためのフィル

タであり，Kalman(1960)によって提唱された．KFは時間発展が線形モデルで,誤差の確率密度

分布がガウス分布で与えられるという 2つの仮定のもとで，KFは推定誤差 (推定値と真の解と

の差)を最小とするような最適な解を与える．以下KFの導出を行う．

KFには予報プロセスと解析プロセス，計 5つのプロセスから成る．まずはじめに，KFの予

報プロセスを求める．ある N次元の状態変数 Xに線形の予報モデルMを作用させることで 1

時刻前の解析値から現在の予報値を求める．

X f
n = MXa

n−1 (B.1.1)

このとき上の添字 a， f はそれぞれ，解析 (analysis)，予報 ( f orecast)を表し，下の添字 nは時

刻を表す．一方で，真の時間発展は

Xt
n = MtXt

n−1 (B.1.2)

と表現できる．このとき上の添字 tは真の状態 (truth)を表す．予報モデルMが真の時間発展モ

デルMtに対してランダム誤差 ηを含むと仮定すると，

Xt
n = MXt

n−1 − η (B.1.3)

ここでは，簡単化のため ηにはバイアスがないものとし，共分散Q(次元 [N × N])を持つとする．

< η >= 0，< ηηT >= Q (B.1.4)

このとき<>は統計的期待値を表す．また解析誤差を δXa([N])，予報誤差を δX f ([N])とすると，

δXa，δX f は次のように定義できる．

δXa = Xa − Xt (B.1.5)

δX f = X f − Xt (B.1.6)
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以上，式 (??)，式 (??)，式 (??)，式 (??)から予報誤差 δX f の予報誤差共分散 P f
n([N ×N])は次の

ように表される．

P f
n =< δX

f
n (δX f

n )T >

=< (X f
n − Xt

n)(X f
n − Xt

n)T >

=<
(
MXa

n−1 − (MXt
n−1 − η)

)
><
(
MXa

n−1 − (MXt
n−1 − η)

)T
>

=<
(
M(Xa

n−1 − Xt
n−1) + η

)
><
(
M(Xa

n−1 − Xt
n−1) + η

)T
>

=< (MδXa
n−1 + η)(MδX

a
n−1 + η)

T > (B.1.7)

=< (MδXa
n−1)(MδXa

n−1)T + ηηT > (B.1.8)

= MPa
n−1MT + Q (B.1.9)

このとき Pa
n−1 =< δX

a
n−1(δXa

n−1)T >を用いた．また (??)から (??)の計算において，解析誤差 δXa
n−1

とモデル誤差 ηには相関がない，つまり < (MδXa)ηT >=0，< η(MδXa)T >=0であることを仮定

した．以上，式 (??)と式 (??)がそれぞれ，予報値 X f，予報誤差共分散 P f を求めるKFでの予

報プロセスとなる．

次に，解析プロセスを求める．p次元の観測値を Yoとおくと，解析値 Xa
nは予報値 X f

n と観測

値 Yo
n の加重平均で与えられる．

Xa
n = KYo

n + (I − KnHn)X f
n

= X f
n + Kn(Yo

n − HnX f
n ) (B.1.10)

このとき [N × p]次元の Knはカルマンゲインと呼ばれ，観測にかかる重みを表す．また [p× N]

次元の Hは観測演算子と呼ばれ，次の 2つの役割を持つ．１つは，予報値 (N次元のモデル空

間)を観測値 (p次元の観測空間)の次元に合わせる変換演算子の役割である，もう１つは，観測

変数とモデルの予報変数の物理量が異なる場合 (例えば，観測値が輝度，予報値が温度)に，モ

デルの予報変数の物理量を観測変数の物理量に変換する役割である．このとき，式 (??)におい

て観測値と観測空間における予報値の差 Yo
n − HnX f

n は，p次元のベクトル dを用いて，

dn = Yo
n − HnX f

n (B.1.11)

と表記され，このベクトル dはイノベーションベクトルと呼ばれている．さらに，式 (??)の右

辺第二項，予報値 X f
n からの修正量 Kn(Yo

n − HnX f
n )は解析インクリメントと呼ばれている．

ここで，観測誤差を

δYo = Yo − HXt (B.1.12)
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と表現すると，解析誤差 δXa
n は式 (??)，式 (??)，式 (??)から

δXa
n = X f

n + Kn(Yo
n − HnX f

n ) − Xt
n

= X f
n − Xt

n + Kn(Yo − HnXt
n + HnXt

n − HnX f
n )

= δX f
n + Kn(δYo − HnδX f

n )

= (I − KnHn)δX f
n + KnδYo

n (B.1.13)

と表すことができる．また観測誤差共分散 R[p × p]は

R =< δYo(δYo)T >　 (B.1.14)

と表現できるので，式 (??)，式 (??)を用いると，解析誤差共分散 Pa
n[N × N]は

Pa
n =< δX

a
n(δXa

n)T >

=<
(
(I − KnHn)δX f

n + KnδYo
n

) (
(I − KnHn)δX f

n + KnδYo
n

)T
>

=< (I − KnHn)δX f
n (δX f

n )T (I − KnHn)T > + < KnδYo
n (δYo

n )T KT
n >

= (I − KnHn)P f
n(I − KnHn)T + KnRnKT

n (B.1.15)

このとき予報誤差と観測誤差には相関がないこと，つまり< δX f
n (KnδYo

n )T >= 0，< (X f
n )T KnδYo

n >=

0であることを仮定した．よって，式 (??)から，解析誤差分散の総和 (trace(Pa))が最小 (解析誤

差が最小)となる重み Kは，
∂

∂K
(trace(Pa)) = 0 (B.1.16)

を解くことで得られる．多変数関数の微分から得られる公式 (Gelb et al.(1974)の式 (2.1-72)，式

(2.1-73)参照)

∂

∂A

(
trace(ABAT )

)
= A(B + BT ) (B.1.17)

∂

∂A
(trace(AB)) = BT (B.1.18)

を用いて，式 (??)に式 (??)を代入すると，

∂

∂Kn
(trace(Pa)) =

∂

∂Kn

[
trace((I − KnHn)P f

n(I − KnHn)T + KnRnKT
n )
]

=
∂

∂Kn

[
trace(P f

n − P f
n HT

n KT
n − KnHnP f

n + KnHnP f
n HT

n KT
n + KnRnKT

n )
]

=
∂

∂Kn

[
trace(P f

n − (KnHnP f
n)T − KnHnP f

n + KnHnP f
n HT

n KT
n + KnRnKT

n )
]

=
∂

∂Kn

[
trace(P f

n) − 2trace(KnHnP f
n) + trace(KnHnP f

n HT
n KT

n ) + trace(KnRnKT
n )
]

= −2P f
n HT

n + 2KnHnP f
n HT

n + 2KnRn

= 2Kn(HnP f
n HT

n + Rn) − 2P f
n HT = 0
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したがって，

Kn = P f
n HT

n (HnP f
n HT

n + Rn)−1 (B.1.19)

が得られる．式 (??)を式 (??)に代入すると (簡単化のため，HnP f
n HT

n + Rn = Zn とおいた)，式

(??)における Pa
nは

Pa
n = (I − P f

n HT
n Z−1

n Hn)P f
n(I − P f

n HT
n Z−1

n Hn)T + P f
n HT

n Z−1
n Rn(P f

n HT
n Z−1

n )T

= P f
n − 2P f

n HT
n Z−1

n HnP f
n + P f

n HT
n Z−1

n HnP f
n HT

n Z−1
n HnP f

n + P f
n HT

n Z−1
n RnZ−1

n HnP f
n

= P f
n − 2P f

n HT
n Z−1

n HnP f
n + P f

n HT
n Z−1

n (HnP f
n HT

n + Rn)Z−1
n HnP f

n

= P f
n − 2P f

n HT
n Z−1

n HnP f
n + P f

n HT
n Z−1

n ZnZ−1
n HnP f

n

= P f
n − P f

n HT (HnP f
n HT

n + Rn)−1HnP f
n

= P f
n − KnHnP f

n

= (I − KnHn)P f
n (B.1.20)

と変形できる．以上，式 (??)，式 (??)，式 (??)が，それぞれ解析値 Xaと解析誤差共分散 Paを

求めるKFでの解析プロセスとなる．

以上，KFについてまとめると，KFは以下表 ??のように 5つのプロセスにまとめられる．ま

たKFのアルゴリズムについては，図 ??を参照．
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表 B.1: KFの 5つの基本式．Nはモデルの次元，pは観測の次元を表す．

図 B.1: KFのアルゴリズム
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B.2 拡張カルマンフィルタ（EKF）

KFは線形理論であるため，数値天気予報モデルのような非線形モデルをそのままKFに適応

することはできない．そのような問題に対して，Jazwinski(1970)は非線形モデルから摂動の線

形方程式を求めることで，KFを非線形モデルにも適応できるように拡張した．非線形方程式か

ら摂動の線形方程式の導出は 1.1.2節を参照．

EKFではKFの状態変数の時間発展式 (??)の線形モデルMを非線形モデルMに，KFの誤差

の時間発展方程式 (??)の線形モデルMとその転置MTを接線形方程式から求められる接線形

演算子M，随伴方程式から求められるアジョイント演算子MT に置き換えることで，非線形シ

ステムでもKFの原理を用いることを可能にしている．しかし，EKFは例え予報モデルが完全

でランダム誤差も含まない理想的な場合においても，EKFは発散 (filter divergence)することが

知られている (例えば，Pham et al．1998)．このとき発散とは解析値が真の解から離れていき，

データ同化がうまくいかないことを言う．この原因の１つは，式 (??)の計算において，接線形

演算子を扱うことで誤差の非線形性を考慮できていないことにより P f が過小評価 (covariance

underestimation)されるためである．P f が過小評価されることによって，KFの第 (3)式で観測

にかかる重み Kが小さくなり，第 (4)式において観測の情報が十分に取り込まれなくなること

で，解析値が現実から徐々に離れていってしまい，その結果発散を引き起こすことにつながる．

また，モデルの不完全性も誤差共分散の過小評価に起因する原因の 1つである．そこで，誤差

共分散の過小評価によるEKFの発散を防ぐ手段の１つとして，次のように誤差共分散を人為的

に膨張させる手法がとられる．

P f = P f (1 + ∆)，　∆ > 0 (B.2.1)

このとき∆は膨張係数と呼ばれる．誤差共分散膨張の問題については付録B．10で詳しく述べ

る．KFの第 (5)式は，式 (??)を用いて，

P f
n = (1 + ∆)MPa

n−1MT (B.2.2)

と表され，Qを P f
n の膨張に含めて扱うことで誤差共分散の過小評価を防ぐ手段がとられる．

以上 EKFについて，表 ??にはKFと対比して EKFの 5つの基本式を，図 ??には EKFのア

ルゴリズムをまとめた．
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表 B.2: EKFの 5つの基本式．Nはモデルの次元，pは観測の次元を表す．

図 B.2: EKFのアルゴリズム
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B.3 アンサンブルカルマンフィルタ（EnKF）

数値天気予報モデルのような多次元系 (N ∼ 107)では，KFを非線形系でも適用できるように

拡張した EKFでもそのまま活用することができない．その理由は 2つある．1つは，式 (??)や

式 (??)での [N ×N]次元の誤差共分散 P f を毎時間ステップ計算して保存しておくのは計算資源

面から困難であるからである．もう１つは，データ同化する観測数が多大であるとき式 (??)の

計算における [p× p]次元の逆行列計算も計算資源面から困難となるからである．このような問

題点を解決する手法としてEvensen(1994)によってEnKFが提唱された．EnKFでは，誤差共分

散 Pを陽には計算せず，アンサンブル予報を用いて Pを近似する手法を用いる．また，EnKF

とは別の手法として，singular evolutive extended Kalman filter(SEEK filter)が Pham et al．(1998)

によって提案されている．EnKF，SEEK filterの両手法は，大気力学系では誤差共分散 Pは通常

縮退しており，実質的な自由度は小さい (Dee 1995；Fukumori and Malanotte-Rizzoli 1995；Cane

et al．1996)という性質を利用する．このことは Pの固有値分解

P = S DS T (B.3.1)

を行うと固有値の多くがゼロに十分近く,有効な固有値の数はモデル変数の次元よりもずっと小

さいことを表す．このときDは固有値を対角成分に持つ [m×m]の対角行列で，S は [N ×m]行

列で，各列が各固有値に対応する固有ベクトルである．EnKFでは，この事実を利用し，数少な

いアンサンブルメンバーで Pを表現することを考える．一方で，SEEKフィルタでは式 (??)の

S や Dを用いて Pを表現することを考えている．SEEKフィルタの導出・アルゴリズムについ

ては三好 (2008)にまとめられている．以下ではEnKFの導出・アルゴリズムについてまとめる．

mメンバーから成るアンサンブルを

X(k)：k = 1 ∼ m　 (B.3.2)

と表し，そのアンサンブル平均を X̄ = 1
m

∑m
k=1 X(k)と表す．よって，アンサンブル平均からのず

れ δX(k))は

δX(k)) = X(k) − X̄ (B.3.3)

と表すことができる．このとき行列 Eを

E = [δX(1)| · · · |δX(m)] =


δX(1)

1 . . . δX(m)
1

...
. . .

...

δX(1)
N . . . δX(m)

N

 (B.3.4)

と各列がアンサンブル摂動からなる [N × m]次元の行列として表現すると，誤差共分散行列 P

は

P =
1

m − 1
EET (B.3.5)

として，アンサンブル摂動をサンプルとした不偏共分散として表現することができる．このと

き行列 Eは，Pが実対称行列であることから実行列の平方根を持つので，Pの平方根行列であ
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ると言われる．また，UUT = Iを満たす次元 [m × m]のUについて，EUもまた式 (??)を満た

すため，Eは U だけの自由度を持ち一意には決まらない．EnKFでは，KFにおける行列の誤

差共分散 P[N × N]の代わりにアンサンブル摂動 E[N ×m]を代替することで問題 1を解決する．

このときアンサンブル摂動 Eはアンサンブル平均からのずれなので，mメンバーの Eから求め

られる Pのランクはm − 1である．

以下，EnKFの導出を行う．

まず，KFにおける表 1の第 (1)式は，EnKFにおいては，mメンバーのアンサンブル予報

X f (k)
n = MXa(k)

n−1， k = 1, · · · ,m (B.3.6)

とそのアンサンブル平均

X̄ f =
1
m

m∑
k=1

X f (k) (B.3.7)

に置き換わる．

次にKFにおける表 1の第 (2)式をアンサンブル摂動 Eを用いて表す．第 (2)式において，Q

を無視し，Pa
nを Ea

nで表すと，

P f
n = MPa

n−1MT (B.3.8)

=
1

m − 1
MEa

n−1(Ea
n−1)T MT (B.3.9)

=
1

m − 1
MEa

n−1(MEa
n−1)T (B.3.10)

と変形できる．また P f
n を E f

n で表すと，

P f
n =

1
m − 1

E f
n (E f

n )T (B.3.11)

となるので，式 (??)，式 (??)から

E f
n = MEa

n−1 (B.3.12)

であることがわかる．式 (??)の右辺に式 (??)を代入して変形すると，

MEa
n−1 = [MδXa(1)

n−1 | · · · |MδX
a(m)
n−1 ]

≈ [M(X̄a
n−1 + δX

a(1)
i−1 ) −MX̄a

n−1| · · · |M(X̄a
n−1 + δX

a(m)
n−1 ) −MX̄a

n−1]　

≈ [M(Xa(1)
n−1 ) − X̄ f

n | · · · |M(Xa(m)
n−1 ) − X̄ f

n |]

= [X f (1) − X̄ f
n | · · · |X

f (m)
n−1 − X̄ f

n |] (B.3.13)

と表される．この近似式 (??)を用いることによって，非線形モデルをそのまま扱うことができ

る．このとき EKFの場合と同様，誤差共分散の過小評価を防ぐため，膨張係数 αを用いて E f
n

を

E f
n = (1 + α)E f

n　 (B.3.14)
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と膨張させる必要がある．これは，予報誤差共分散 P f
nを (1+α)2倍に大きくしたことに等しい．

EnKFにおける誤差共分散の過小評価は，モデルの不完全性に伴うモデル誤差や，限られた少

ないアンサンブルメンバーで誤差共分散を表現することに伴うサンプリングエラー (標本誤差)

による共分散の見積りの誤差など，理論における仮定が満たされない部分に起因すると考えら

れている (三好 2006)．

次にKFにおける表 1の第 (3)式は，EnKFでは式 (??)の P f
n に式 (??)を代入することで以下

のように変形される．

Kn = P f
n HT

n (HnP f
n HT

n + Rn)−1

=
1

m − 1
E f

n (HnE f
n )T [

1
m − 1

HnE f
n (HnE f

n )T + Rn]−1

= E f
n (HnE f

n )T [HnE f
n (HnE f

n )T + (m − 1)Rn]−1 (B.3.15)

= E f
n [I + (HnE f

n )T 1
m − 1

R−1
n HnE f

n ]−1[I + (HnE f
n )T 1

m − 1
R−1

n HnE f
n ]

(HnE f
n )T [HnE f

n (HnE f
n )T + (m − 1)Rn]−1

= E f
n [I + (HnE f

n )T 1
m − 1

R−1
n HnE f ]−1

[(HnE f
n )T + (HnE f

n )T 1
m − 1

R−1
n HnE f

n (HnE f
n )T ][HnE f

n (HnE f
n )T + (m − 1)Rn]−1

= E f
n [I + (HnE f

n )T 1
m − 1

R−1
n HnE f

n ]−1

(HnE f
n )T [I +

1
m − 1

R−1
n HnE f

n (HnE f
n )T ][HnE f

n (HnE f
n )T + (m − 1))Rn]−1

= E f
n [I + (HnE f

n )T 1
m − 1

R−1
n HnE f

n ]−1

(HnE f
n )T 1

m − 1
R−1

n [m − 1Rn + HnE f
n (HnE f

n )T ][HnE f
n (HnE f

n )T + (m − 1))Rn]−1

= E f
n [I + (HnE f

n )T 1
m − 1

R−1
n HnE f

n ]−1(HnE f
n )T 1

m − 1
R−1

n

= E f
n [(m − 1))I + (HnE f

n )T R−1
n HnE f

n ]−1(HnE f
n )T R−1

n (B.3.16)

この変形によって重みKの計算において，[N ×N]行列 Pを直接メモリ上に持つ必要はなく，代

わりに [N × m]行列 E f と [p × m]行列 HE f をメモリ上に持てば良くなる．m < pであるとき，

式 (??)ではなく，式 (??)を使うことで，[p × p]の逆行列の計算が，[m ×m]の逆行列の計算と

なる．ただし，このとき異なる観測は互いに独立で相関はないと仮定しており，Rは対角行列

で，R−1の計算が自明であることを考慮している．R−1の計算が自明でなければ，式 (??)は式

(??)の計算を簡略化したことにはならない．

またこのとき, HE f の計算は Hが非線形の場合 (Hnon)でも

HE f = [HδX f (1)| · · · |HδX f (m)]

≈ [Hnon(X̄ f + δX f (1)) − HnonX̄ f | · · · |Hnon(X̄ f ) + δX f (m)) − HnonX̄ f ]　

≈ [Hnon(X f (1)) − HnonX̄ f | · · · |Hnon(X f (m)) − HnonX̄ f |]
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とそのままHnonを扱って近似できる．

次に第 (5)式を Eを用いて表すことを考える．EnKFにおいて第 (5)式は，アンサンブル予報

するための解析アンサンブル摂動 Eaを生成する過程を意味し，この解析アンサンブル摂動を

作り出す過程はアンサンブルアップデートと呼ばれている．このアンサンブルアップデートの

手法には大きく統計的手法の摂動観測法 (Perturbed Observation method：以下，PO法)と決定論

的手法の平方根フィルタ (Square Root Filter：以下，SRF)の 2通りの手法が知られている．

B.3.1 摂動観測法（PO法)

PO法は Evenson(1994)，Burger et al(1998)，Houtekamer and Mitchell(1998;2001)など EnKF

の初期の研究で用いられている手法である，Burger et al(1998)によって，EnKFで観測に摂動

を与えることの理論的正当性が提示され，観測に摂動を与えなければ，解析誤差は常に過小評

価されることになり，フィルターの発散につながることが示された．PO法を用いたEnKFはカ

ナダ気象局でアンサンブル予報システムとして採用され現業運用されている．(三好，2009)

PO法では次のように各アンサンブルメンバーで独立したデータ同化サイクルを適応する．

xa(k)
n = x f (k)

n + Kn(Yo
n − Hn(x f (k)

n ))，　 k = 1，· · ·，m (B.3.17)

このとき，xa(k) = X̄a + δxa(k)，xa( f ) = X̄ f + δxa( f )より

X̄a
n + δx

a(k)
n = X̄ f

n + δx
f (k)
n + Kn(Yo

n − Hn(X̄ f
n + δx

f (k)
n ))　　　　，k = 1，· · ·，m (B.3.18)

アンサンブル平均についても式 ??同様，

X̄a
n = X̄ f

n + Kn(Yo
n − HnX̄ f

n ) (B.3.19)

が成り立つので，式 (??)より解析アンサンブル摂動は，

δxa(k)
n = δx f (k)

n − KnHnδx f (k)
n ，　 k = 1，· · ·，m (B.3.20)

によって得られる．式 (??)を行列で表すと，

Ea
n = (I − KnHn)E f

n (B.3.21)

よって式 (??)より，解析誤差共分散 Paは

Pa
n =

1
m − 1

Ea
n(Ea

n)T　

=
1

m − 1
(I − KnHn)E f

n (E f
n )T (I − KnHn)T

= (I − KnHn)P f
n(I − KnHn)T (B.3.22)

と表現することができる．しかし，式 (??)とKFの第 (5)式とを比較すると一致しておらず，式

(??)と見比べると観測誤差に起因する右辺第二項の KRKT が足らないことがわかる．そこで，
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式 (??)が式 (??)と一致するよう，式 (??)において，観測値 Yo
n に < δY

o(δYo)T >= Rを満たすよ

うなランダム摂動 δYo
n を与える．

xa(k)
n = x f (k)

n + Kn(Yo
n + δY

o
n − Hn(x f (k)

n ))， k = 1，· · ·，m (B.3.23)

　式 (??)を用いると，式 (??)において右辺に KRKT の項が現れ，式 (??)と一致することがわ

かる．つまり，PO法では解析誤差が観測誤差の影響を反映するように，観測に摂動を与え，観

測データをアンサンブル化する必要がある．しかし，PO法は誤差共分散を少ないアンサンブル

メンバーで表すことによるサンプリングエラーに加え，観測に摂動を与えることによるサンプ

リングエラーがデータ同化に加算されるため，次節で述べる観測に摂動を与えない SRFに比べ

て劣ることがWhitaler and Hamill(2002)によって言及されており，現在の研究では，次節で述

べる観測に摂動を与えない SRFを用いた手法が主なものとなっている．しかし,一方で Lawson

and Hansen(2004)では，統計論的手法の方である PO法の方が非線形の誤差成長するレジーム

により持ちこたえることができるという主張もある．この研究では次節で述べる平方根フィル

タを用いる．

以下 PO法を用いたEnKFについて，表 ??にはKFと対比して,PO法を用いたEnKFの 5つの

基本式を，図 ??には PO法を用いた EnKFのアルゴリズムをまとめた．このとき表 ??の式 (3)

における L(r)は局所化関数であり，アンサンブルメンバー不足によるサンプリングエラーを取

り除くために用いられる．詳しくは付録 B．4を参照．

53



表 B.3: EnKF(PO法)の 5つの基本式，Nはモデルの次元，pは観測の次元，mはアンサンブル
メンバー数を表す．

図 B.3: EnKF(PO法)のアルゴリズム
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B.3.2 平方根フィルタ（SRF）

SRFは直接式 (??)(表??の第 5式)を解く手法で，解析アンサンブル摂動を予報アンサンブル

摂動の線形結合として，[N × m]の行列 T を用いて

Ea
n = E f

n Tn (B.3.24)

または [N × N]の行列 T ′を用いて

Ea
n = T ′nE f

n (B.3.25)

と表す．例えば式 (??)でアンサンブルアップデートを与えると　これが式 (??)を満たすには，

式 (??)を式 (??)に代入して，

E f
n Tn(E f

n Tn)T = (I − KnHn)E f
n (E f

n )T (B.3.26)

が満たされる必要がある．これを T について解くと，アンサンブルアップデートを与える公式

が与えられる．このとき式 (??)において，T の選び方は一意でなはい．なぜなら，

Pa
n =

1
m − 1

Ea
n(Ea

n)T　 (B.3.27)

に式 (??)を代入すると

Pa
n =

1
m − 1

E f
n Tn(Tn)T (Ea

n)T (B.3.28)

と表せられるが，このとき [N ×m]の行列 Bnが Bn(Bn)T = Iを満たすならば，TnBnもまた式 (??)

を満たすため，Tnには BnBT
n = Iを満たす Bnだけの自由度があるからである．よって T の解き

方によって様々な解法が存在する．SRFを用いたEnKFとして，Anderson(2001)によるアンサン

ブル調節カルマンフィルタ (Ensemble Adjustment Kalman Filter：EAKF)，Bishop et al.(2001)に

よるアンサンブル変換カルマンフィルタ (Ensemble Transform Kalaman Filter：ETKF)，Whitaker

and Hamill(2002)による逐次アンサンブル平方根フィルタ (Serial Ensemble Square Root Filter：

Serial EnSRF)，Ott et al.(2002；2004)による局所アンサンブルカルマンフィルタ (Local Ensembel

Kalman Filter：LEKF)，Hunt et al.(2007)による局所アンサンブル変換カルマンフィルタ (Local

Ensembel Transform Kalaman Filter：LETKF)などの手法が考案されている．ETKF，EAKF，Serial

EnSRFでは観測の同化を逐次的に扱うが，LEKF，LETKFでは観測の同化を同時に扱うという

特徴がある．Serial SRF，ETKF，LETK，LETKFについてはB．5，B．6，B．7，B．8節でそ

れぞれ簡単に解説する．以下 SRFを用いた EnKFについて，表 ??にKFと対比して, SRFを用

いた EnKFの 5つの基本式をまとめた．このとき表 ??の式 (3)における L(r)は局所化関数であ

り，アンサンブルメンバー不足によるサンプリングエラーを取り除くために用いられる．詳し

くは次の付録 B．4を参照．
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表 B.4: EnKF(SRF)の 5つの基本式，Nはモデルの次元，pは観測の次元，mはアンサンブルメ
ンバー数を表す．

B.4 局所化

局所化は数少ないアンサンブルメンバーで EnKFを安定に動かすために欠かせない実装技術

である．局所化とは，遠く離れた地点ほど小さくなるような重み関数を誤差共分散にかけるこ

とで，強制的に遠く離れた地点の誤差共分散を小さくすることを指す．その目的は，アンサン

ブルメンバーの不足によるサンプリングエラー (標本誤差)を除去することである．

誤差相関は一般的にモデル格子点間の距離が離れるほど小さくなる．一方でサンプリングエ

ラーは，サンプル数にのみよって決まるため，どの距離でも一様であると考えられる．そのた

め，限られたアンサンブルメンバーで誤差相関を見積りる際に生じるサンプリングエラーのイ

ンパクトは，遠くの地点ほどインパクトが大きくなり，相関がないと思われるような遠く離れ

た地点であっても大きく誤差相関を見積もってしまう．その結果，EnKFが安定に動かなくな

る原因となってしまうため上記で述べたような局所化が必要となる．この局所化は水平方向の

みならず，鉛直方向にも同様に行う．

局所化の関数はどのような関数でもよいが，EnKFでは次のようなガウス分布関数とよく似て

いるが，ある距離以上では完全にゼロになる 5次関数 (Gaspari and Cohn 1999;Hamill et al.2001)

を用いることが多い (三好 2006)．

L(r) =


1 − 1

4r5 + 1
2r4 + 5

8r3 − 5
3r2 (r ≤ 1)

1
12r5 − 1

2r4 + 5
8r3 + 5

3r2 − 5r + 4 − 2
3r−1 (1 < r ≤ 2)

0 (2 < r)

(B.4.1)
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このとき

r =
a

√
10/3σ̃

(B.4.2)

であり，aは中心からの距離を表しす．例えば格子点 jと格子点 j + 1との距離は a = 1で表さ

れる．σ̃は分布の標準偏差に相当するものを表し，Schur length scaleと呼ばれ，σ̃が小さいほ

ど離れた地点での相関が小さいと仮定することに相当する．このときあるベクトル Xの各要素

について，ある局所化の中心 xiから rの距離にあるベクトルの各要素に局所化の関数 L(r)をか

けたものを S (xi) ◦ Xと書く．この記号 ◦で表した局所化の操作を Shchur productと呼ぶ．図 ??

が局所化の効果を表した模式図 (Lorenc(2003)から抜粋)で，ガウス関数を用いた局所化により

サンプリングエラーが除かれる様子を示されている．図 ??の下図から遠く離れた点で，サンプ

リングエラーが除去されていることがわかる．

次節で述べるSerial EnSRFのような逐次的に観測値をデータ同化する場合においては，予報誤

差共分散 P f の局所化は局所化関数 L(r)を用いて，重み Kを求めるKFの第 (3)式とEnKF(SRF)

の第 (3)式から

Kn = (S ◦ P f
n)HT

n (Hn(S ◦ P f
n)HT

n + Rn)−1 (B.4.3)

≈ S ◦ (P f
n HT

n (HnP f
n HT

n + Rn)−1) (B.4.4)

≈ S ◦ (E f
n (HnE f

n )T [HnE f
n (HnE f

n )T + Rn]−1 (B.4.5)

とベクトルKに観測点を中心としたSchur productを行うことと，予報誤差共分散行列P f の局所

化と同等に表すことができる．このとき式 (??)から式 (??)への変形は，観測空間の次元が 1で，

HP f HTはスカラーであることから，観測点がモデル格子点上にある場合HP f HT = H(S ◦P f )HT，

観測点がモデル格子点上にない場合 HP f HT ≈ H(S ◦ P f )HT であることを考慮している．
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図 B.4: ガウス関数を用いた局所化の効果を示す模式図．上図は，局所化前の状態で，黒線は真
の誤差共分散，100メンバーの各サンプル値を群青点で示す．下図は，ガウス関数を用いて局
所化した後の状態で，黒線は真の誤差共分散，橙の点線は局所化関数，青点は上図の群青点の
各アンサンブルメンバーを局所化した後のサンプル値，青線はそのサンプル値の誤差共分散を
表す，

B.5 逐次アンサンブル平方根フィルタ (Serial EnSRF)

Serial EnSRFについて結果のみを簡潔にまとめる．導出など詳しくはWhitaker and Hamill(2002)

を参照．Serial EnSRFでは

Ea
n = (I −WnHn)E f

n (B.5.1)

という形のアンサンブルアップデートを仮定する．

これが式（??)を満たすには

Pa
n = Ea

n(Ea
n)T

= [I −WnHn]E f
n (E f

n )T [I −WnHn]T

= [I −WnHn]P f
n[I −WnHn]T

より

[I −WnHn]P f
n[I −WnHn]T = (I − KnHn)P f

n (B.5.2)

である必要がある (Whitaker and Hamill，2002の式 (9)を参照）．Andrew(1986)によると，その

解は

Wn = P f
n HT

n [(HnP f
n HT

n + Rn)−
1
2 ]T [(HnP f

n HT
n + Rn)

1
2 + R−

1
2 ]−1 (B.5.3)

である (Whitaker and Hamill2002の式 (10)を参照）．Serial EnSRFでは観測がそれぞれ独立で

あると仮定し，観測を逐次的に取り扱う．すると，観測空間の次元は 1となり，H，Kは N次
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元ベクトル，R，HP f HT はスカラーとなる．この過程のもと，式 (??)は単純化され，Wn = aKn

という形をとる，このとき aは

a =

1 +
√

Rn

HnP f
n HT

n + Rn


−1

(B.5.4)

逐次的に観測を行う Serial EnSRFでは，1つの観測を同化して求めた解析値 Xa
nを次の観測を同

化する際の第一推定値 X f
n (= Xa

n)として，同時刻の多数の観測を 1つずづ逐次的に扱って計算す

る．そのため，Serial EnSRFは並列計算ができず，大多数の観測をデータ同化するシステムに

おいては計算効率が悪いため現業化には向いていない．

以上 Serial EnSRFについて，表 ??には EnKF(SRF)の基本式と対比して,Serial EnSRFの 5つ

の基本式を，図 ??には Serial EnSRFのアルゴリズムをまとめた．

59



表 B.5: SerialEnSRFの 5つの基本式

図 B.5: SerialEnSRFのアルゴリズム
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B.6 アンサンブル変換カルマンフィルタ (ETKF)

詳しい導出などは，Bishop et al.(2001)を参照．ETKFにおけるアンサンブルアップデートは，

[m × m]次元の変換行列 T を用いて

Ea
n = E f

n Tn (B.6.1)

と表される．Bishop et al.(2001)によると，

Tn = Cn(Γn + Im)−
1
2 (B.6.2)

で与えられる．このとき Imは [m × m]の単位行列で [m × m]行列の ΓとCはそれぞれ

1
m − 1

(E f
n )T HT

n R−1
n HnE f = CnΓnCT

n　 (B.6.3)

で与えられる固有ベクトルを対角成分にもつ対角行列と，各固有値に対応する固有ベクトルを

もつ直交行列である．

ETKFのアンサンブルアップデートで得られた摂動は規格化された観測空間内で直行すると

いう特徴を持つ．これを確かめるため，式 (??)に左から T T，右から T をかけると，

1
m − 1

T T
n (E f

n )T HT
n R−1

n HnE f Tn =
1

m − 1
Ea

nHT
n R−1

n HnEa
n (B.6.4)

= T T
n CnΓnCT

n Tn

= (Γn + Im)−
1
2

T
CT

n CnΓnCT
n Cn(Γn + Im)−

1
2

= (Γn + Im)−
1
2

T
Γn(Γn + Im)−

1
2

= Γn(Γn + Im)−1 (B.6.5)

と求めることができる．式 (??)の右辺は対角行列であるので，内積の関係と式 (??)から ETKF

で得られた摂動は観測空間内で R−
1
2 で規格化することで直行することがわかる．ETKFはこの

特徴から，データ同化の手法というよりもアンサンブル摂動生成手法の 1つとして注目されて

おり，ETKFをアンサンブル摂動生成手法として用いる研究がなされている (例えば，Wang et

al．2004；Wei et al．2006；Wei et al．2008)
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B.7 局所アンサンブルカルマンフィルタ (LEKF)

LEKFでは，各グリッド地点を中心とした local patchという呼ばれる小さな領域をとり，local

patch内での誤差相関は１，Local patch外での誤差相関は完全に 0となるような階段関数を局

所化関数として想定し，各 local patchをそれぞれ独立に解析を行う．各 local patch内での解析

は完全に独立であるため，並列化が可能である．各 local patchで得られた得られた解析データ

は最終的に合成され，領域全体 (global)の解析値を得る．local patchには多重に重なりがある

ため，この合成方法は一意ではないが，local patchの中心の値だけを使う方法がよくとられる

(三好，2006)．観測値が各 local patchでは local patch内にある観測値のみを同化するため，全

球での観測数が pであるなら，local patch内での観測数 lpは pよりかなり小さくなる．そのた

め，データ同化する観測数が膨大な場合 Serial EnSRFでは，[p× p]の観測誤差共分散行列の逆

行列計算が必要であり計算資源面で困難さを伴うが，LEKFでは [lp × lp]の観測誤差共分散の

逆行列計算ですむため観測数 pが膨大でも対応できる．以下では，1つの local patchでの解析

アルゴリズムの結果のみを述べるが，導出など詳しくはOtt et al(2004)を参照．

予報誤差共分散 P f を固有値分解すると，

P f = GP̂ f GT (B.7.1)

このとき P̂ f はゼロでない r個の固有値を対角成分に持つ [r × r]の対角行列で，Gは [N × r]行

列で，各列が各固有値に対応する固有ベクトルである．任意の状態ベクトル X，誤差共分散 P

は [N × r]次元のGT を用いて次のようにに r次元空間の hat spaceに写すことができる．

X̂ = GT X (B.7.2)

P̂ = GT P (B.7.3)

LEKFでは EnKFの計算すべてをこの低次元空間の hat spaceで行い，最後に N次元空間へ戻す

変換

X = GX̂ (B.7.4)

によって N次元空間での結果を得る．LEKF予報プロセスは EnKFの予報プロセスと同様であ

る．解析プロセスでは，まず [r × r]の P̂aが

P̂a
n = [Î + ĤT

n R−1
n Ĥn]−1 (B.7.5)

から求めらる．このとき Îは [r × r]次元の単位行列である，次に r次元 X̂aは P̂aを用いて

X̂a
n = X̂ f

n + P̂a
nĤT

n R−1(Yo
n − HnX f

n ) (B.7.6)

から求められる．また LEKFではアンサンブルアップデートは

Êa
n = Ê f

n Tn (B.7.7)
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の線形変換で表され、このとき [m × m]の行列 T は

Tn = [Im + (Ê f
n )T (P̂ f

n)−1(P̂a
n − P̂ f

n)(P̂ f
n)−1(Ê f

n )]
1
2 (B.7.8)

から求められる．このとき Imは [m × m]の単位行列である．

以上 LEKFについて，表 ??には EnKF(SRF)の基本式と対比して,LEKFの 5つの基本式を，

図 ??には LEKFのアルゴリズムをまとめた．
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表 B.6: LEKFの 5つの基本式

図 B.6: LEKFのアルゴリズム
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B.8 局所アンサンブル変換カルマンフィルタ (LETKF)

Hunt(2005)，Hunt et al(2007)は，前節での LEKFに ETKFのアンサンブルアップデート法を

適応し，LEKFよりさらに効率化した LETKFを考案した．LEKFは予報誤差共分散 P f を固有

値分解し，[r × N]次元の直行ベクトルGT を用いて，N次元空間から r次元空間へと写像を与

え，各 local patchにおいて r次元空間で解析を行う手法であった．それに対し，LETKFでは計

算の効率性を高めるため P f の固有値分解は行わず，[N ×m]次元のアンサンブル摂動 Eを直行

ベクトルGの代わりに用いる．[N × m]次元のアンサンブル摂動 Eを用いることで，N次元か

ら m次元空間への写像を与え，各 local patch内で m個のアンサンブルメンバーが張る m次元

空間で解析を行う．以下，ある 1つの local patch内での LETKFの導出を行う．

m次元空間内での [m × m]次元の予報誤差共分散 P̃ f
n は [N × N]次元の解析誤差共分散 P f

n を

P f
n =

1
m − 1

E f
n (E f

n )T (B.8.1)

=
1

m − 1
E f

n Im(E f
n )T (B.8.2)

= E f
n P̃ f

n(E f
n )T (B.8.3)

と表現することで，

P̃ f
n =

1
m − 1

Im　 (B.8.4)

と定義できる，このとき Imは [N × N]の単位行列である．また，LETKFではアンサンブルアッ

プデートは

Ea
n = E f

n Tn (B.8.5)

の形で定義されるので，N次元空間内での [N × N]次元の解析誤差共分散 Pa
nは

Pa
n =

1
m − 1

Ea
n(Ea

n)T

=
1

m − 1
E f

n Tn(Tn)T (E f
n )T　 (B.8.6)

と表現できる．一方で，m次元空間内での [m × m]次元の解析誤差共分散 P̃aを

P̃a
n =

1
m − 1

Tn(Tn)T (B.8.7)

と定義すると，Paは P̃aを用いて

Pa
n = E f

n P̃a
n(E f

n )T (B.8.8)

と表現される．ここで，P̃aを求めるため，KFで解析誤差共分散Paを求める第 (5)式にEnKF(SRF)
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で重みKを求める第 (3)式を代入する．

Pa
n = [I − KnHn]

=
[
I − E f

n [(m − 1)Im + (HnE f
n )T R−1HnE f

n ]−1(HnE f
n )T R−1

n Hn

] 1
m − 1

E f
n (E f

n )T

=
1

m − 1
E f

n (E f
n )T − 1

m − 1
E f

n [(m − 1)Im + (HnE f )T R−1
n HnE f

n ]−1(HnE f
n )T R−1

n HnE f
n (E f

n )T

=
1

m − 1
E f

n (E f
n )T − 1

m − 1
E f [(m − 1)Im + (HnE f )T R−1

n HnE f
n ]−1(

[(m − 1)Im + (HnE f
n )T R−1HnE f

n ] − (m − 1)Im

)
(E f

n )T

ここで，表記を簡易化するため，(m − 1)Im + (HnE f )T R−1
n HnE f

n = Anとおくと，

Pa
n =

1
m − 1

E f
n (E f

n )T − 1
m − 1

E f
n A−1

n [An − (m − 1)A−1
n ](E f

n )T

=
1

m − 1
E f

n (E f
n )T − 1

m − 1
E f

n [Im − (m − 1)A−1
n ](E f

n )T

= E f
n A−1

n (E f )T

= E f
n [(m − 1)Im + (HnE f

n )T R−1
n HnE f

n ]−1(E f
n )T (B.8.9)

したがって，式 (??)と式 (??)を見比べると

P̃a
n = [(m − 1)Im + (HnE f

n )T R−1
n HnE f

n ]−1 (B.8.10)

であることがわかる．したがって，表 ??の第 (3)式，第 (4)式，式 (??)から，重み Kは

Kn = E f
n P̃a

n(HnE f )T R−1
n (B.8.11)

解析アンサンブル平均は

X̄a
n = X̄ f

n + E f
n P̃a

n(HnE f )T R−1
n (Yo

n − HnX̄ f
n ) (B.8.12)

と表現できる．

アンサンブルアップデートの線形変換行列 T は式 (??)から

Tn =
√

m − 1(P̃a)
1
2 (B.8.13)

で与えられることがわかる．このとき (P̃a
n)

1
2 の計算を簡単化するため，(m−1)Im+(HnE f

n )T R−1
n HnE f

n

を固有値分解すると，

P̃a
n = [(m − 1)Im + (HnE f

n )T R−1
n HnE f

n ]−1

= [VΛVT ]−1

= VΛ−1VT (B.8.14)
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このとき Vは [m×m]次元の固有ベクトルで，Λはm個の固有値を対角成分に持つ行列である．

したがって，(P̃a)−
1
2 は

(P̃a)
1
2 = VΛ−

1
2 VT (B.8.15)

より，式 (??)，式 (??)からアンサンブルアップデートは

Ea
n = E f

n

√
m − 1VΛ−

1
2 VT (B.8.16)

で表わされる．LETKFの計算効率性が良いのは，式 (??)の逆行列の計算と，式 (??)の行列平

方根の計算を 1回の固有値分解で式 (??)，式 (??)の計算において共有しているところにある．

また式 (??)は式 (??)を用いて，

Kn = E f
n VΛ−

1
2 VT (HnE f )T R−1

n (B.8.17)

で求められる．

また，LETKFにおいて膨張係数 αは，式 (??)において，次のように導入される．

P̃a
n = [

(m − 1)
α

Im + (HnE f
n )T R−1

n HnE f
n ]−1 (B.8.18)

この膨張係数の導入の仕方は，次のことから理解できる．予報誤差共分散 P f を (1 + α)倍して

大きくすることは，式 (??)より P̃ f を (1 + α)倍することに等しく，さらに P̃ f を (1 + α)倍する

ことは，式 (??)より P̃ f は (m − 1)Imの逆数であるので，(m − 1)Imを 1/(1 + α)倍することに等

しい．そのため膨張係数は式 (??)のように導入できる．

以上LETKFについて，表 ??にはEnKF(SRF)の基本式と対比して,LETKFの 5つの基本式を，

図 ??には LETKFのアルゴリズムをまとめた．
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表 B.7: LETKFの 5つの基本式．lNは local patch内の次元，lpは local patch内の観測の次元を
表す．

図 B.7: LETKFのアルゴリズム
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B.9 観測誤差共分散の局所化

LEKF，LETKFのような観測値を同時にデータ同化する場合では，離れた点の相関が 0であ

ること前提とし，local patch内にある観測に同じ重みを与えている．しかし,観測データがまば

らなとき,ある local patch内で local patchの中心から離れた地点に１つだけ観測があるという場

合が考えられ，このような観測そのままデータ同化してしまうと，local patchの中心の解析値

に大きなサンプリングエラーを導入する可能性があるため，local patch内での局所化も必要で

あると考えられる．

そこで，Hunt(2005)は観測誤差局所化 (observation localization)と呼ばれる手法を提案した．

LEKF，LEKTFの枠組みの中で予報誤差共分散 P f の局所化を直接行うことは困難なので，P f

の局所化を観測誤差共分散 Rの局所化によって近似する．

Kn = (S ◦ P f
n)HT

n (Hn(S ◦ P f
n)HT

n + Rn)−1 (B.9.1)

≈ P f
n HT

n (HnP f
n HT

n + S −1 ◦ Rn)−1) (B.9.2)

これは,P f の局所化で観測誤差の影響を小さくする（重みを小さくする）ことは,観測誤差を大

きくすることによっても実現されることから理解できる．式 (??)では逆数の存在が必要なため，

局所化関数には式 (??)のようなゼロを取る関数を用いることはできない．Miyoshi et al(2005)

では，観測誤差共分散の局所化を行うための関数として，ガウス関数を用いて，Rを

R = R × exp(
d2

2σ2 ) (B.9.3)

と表している．このとき，dは観測点と local patchの中心点の距離，σは相関距離パラメタを表

す．Miyoshi et al(2005)ではLEKFにおいてガウス関数を用いた観測誤差局所化を適応しLETK

の性能が向上することを確かめている．またMiyoshi and Yamane(2007)では，LETKFにガウ

ス関数を用いた観測誤差局所化を適応し LETKFが安定に動くことを確かめている．

B.10 誤差共分散膨張

EKFやEnKFをデータ同化手法として使用する場合，誤差共分散の過小評価によるフィルター

の発散を防ぐため，式 (??)や式 (??)のように誤差共分散を大きくしてやる必要がある．この誤

差共分散膨張の手法には複数の手法が提案されている．式 (??)や式 (??)のように 1より大きな

値を誤差共分散に乗じる手法はmultiplicative inflationと呼ばれており，Pham(1998)，Anderson

and Anderson(1999)によって最も早く用いられた手法である．また他の手法として，additive

covariance inflation schemes(Corazza et al.(2002))や，relaxation-to-prior(Zhang et al.(2004))の手

法もある．これら 3つの手法はWhitaker et al.(2007)の NCEPの全球予報システムを用いた実

観測のデータ同化実験で相互比較されてており，additive inflationが multiplicative inflationや
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relazation-to-priorよりわずかに良いパフォーマンスとったことが報告されている．この研究で

は，式 (??)のようなmultiplicative inflationを用いている．

B.10.1 膨張係数の動的推定法

誤差共分散膨張において前節で述べたどの膨張手法を用いようと，どのくらいの大きさの膨

張係数を用いれば良いかが問題とある．その答えを知るためには試行錯誤で膨張係数をチュー

ニングする必要があるが，EnKFにおいて最適な膨張係数を人為的にチューニングするには大き

な計算コストがかかる．なぜなら，チューニングするためには EnKFの計算サイクルを何サイ

クルも回す必要性があるからである．特に，膨張係数の値が地域的な要因や物理変数に依存す

る場合は追加のチューニングが必要となるためさらなる大きな計算コストが生じてしまう．(Li

et al.2009). 実際，観測密度の大きな違いによって，北半球と南半球で，対流圏と成層圏で異な

る膨張係数が必要であることが知られている (Whitaker et al.(2007))．

そこで，Wang and Bishop(2003)では，Dee(1995)の最尤パラメタ推定理論 (maximum likelihood

parameter estimation theory)を活用して，観測誤差共分散Rの値が既知であるという前提のもと，

イノベーションベクトル do
f = Yo − H(X f )を用いたイノベーション統計値 (innovation statistics)

(do
f )

T do
f = trace((1 + α)HnP f

n HT
n + Rn) (B.10.1)

から膨張係数 αを内部パラメタとして動的に推定する手法を考案した．式 (??)の導出について

は付録Dを参照．

Miyoshi(2005)では，Wang and Bishop(2003)に習い，EnKFの枠組みの中で膨張係数αの動的

推定を行った．その際，膨張係数の大きな値の変動を防ぐため，スカラーKFに基づく temporal

smoothingを用いて膨張係数を動的推定している．以下，Miyoshi(2005)におけるKFに基づく

temporal smoothingを用いた膨張係数の動的推定法をまとめる．

イノベーションベクトル

do
f = Yo

n − Hn(X f
n ) (B.10.2)

から次の関係式が得られる (付録Dを参照)．

< do
f (d

o
f )

T >= HnP f
n HT

n + Rn (B.10.3)

このとき <>は統計的期待値を表す．P f の膨張方法が膨張係数 αを用いて P f
n = P f

n(1 + α)とす

ると，式 (??)は

< do
f (d

o
f )

T >= (1 + α)HnP f
n HT

n + Rn (B.10.4)

と変形できる．EnKFにおいて，限られたアンサンブルメンバーで P f を表現する場合，P f の

非対角成分のサンプリングエラーは大きく見積もられることがわかっている (Houtekamer and
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Mitchell，1998)ので，式 (??)のトレース和のみとると，

(do
f )

T do
f = (1 + α)trace(HnP f

n HT
n + Rn)

= (1 + α)trace(HnP f
n HT

n + Rn) + traceRn

よって，膨張係数 αは

αn =
(do

f )
T do

f − trace(Rn)

trace(HnP f
n HT

n )
− 1 (B.10.5)

からデータ同化時刻毎に見積もることができる．

ここで，動的に求めたい膨張係数を αa
n，α

a
nの第一推定値を α

f
n，式 (??)から見積もられる α

を観測値 αo とし，それぞれの分散を va，v f，vo とおくと，スカラー KFに基づく膨張係数の

temporal smoothingは以下の表 ??のように表される．図 ??にはそのアルゴリズムをまとめた．

よって，スカラーカルマンフィルタに基づく膨張係数の temporal smoothingでは，新たな膨

張係数 ∆′と観測値の分散 voを決める必要がある．Miyoshi and Kalnay(2005)では, Lorenz96モ

デルを用いて，この 2つのパラメタを調べたところ数桁にわたるレンジで，∆′や voの値を変

えても結果は変わらないことが報告されている．本研究ではMiyoshi and Kalnay(2005)に従い，

∆′ = 0.03，vo = 1.0と置いた．さらに，Miyoshi(2005)では，式 (??)の計算の結果において，観

測数 (サンプル数)が少ないことから，サンプリングエラーが大きくなり，式 (??)から推定され

る膨張係数が非現実的な値をとることがあるため，膨張係数の大きさに上限値，下限値を定め

ている．推定される膨張係数がこの上限，下限を越えた場合は上限値，下限値をとるようにし

ている．Liu(2009)では，観測数が多いときには，膨張係数の上限値，下限値を決めなくても，

安定して膨張係数の動的推定ができることに言及している．

また式 (??)では式 (??)を用いて導出されたが，式 (??)ではなく

< da
f (d

o
f )

T >= HP f HT (B.10.6)

の関係式 (付録D参照)を用いて式 (??)の αを表すことも可能で，式 (??)を用いると

αn =
(da

f )
T do

f

trace(HnP f
n HT

n )
− 1 (B.10.7)

と表すことができる．このとき da
f = H(Xa) − H(X f )である．
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表 B.8: スカラーKFに基づく膨張係数の temporal smoothingの 5つの基本式

図 B.8: スカラーKFに基づく膨張係数の temporal smoothingのアルゴリズム
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B.10.2 観測誤差共分散の動的推定

観測誤差共分散Rの値が既知であるという前提のもとで，前節でのWang(2003)，Miyoshi(2005)

による膨張係数の動的推定の結果はそれぞれ満足のいくものであった．しかし，膨張係数の推

定は式 (??)からわかるように，観測誤差共分散 Rに依存するため (式 (??)では da
oが Rに依存)，

Rの真の値がわからない実観測を取り扱う場合には膨張係数の動的推定がうまくいくとは限ら

ない．実際，Miyoshi and Yamane(2007)では気象庁の実用システムで見積もられている観測誤

差の標準偏差を用いて実観測データを同化したとき，膨張係数の動的推定はうまくいかなかっ

たことを報告している．また 40変数の Lorenz モデルを用いた Liu(2009)での実験から，おお

よその正確な観測誤差の統計が得られなければ，膨張係数の動的推定はうまくいかないことが

証明されている．よって，もし実観測のデータ同化において膨張係数の動的推定法を用いる場

合，観測誤差の正確な統計を推定するためのさらなる工夫が必要である．

そこで，Liu(2009)ではDesroziers et al(2005)によって導出された観測誤差共分散 R，誤差共

分散 Pの統計的関係式を LETKFの枠組みの中で用い，観測が独立で Rは対角成分のみである

という仮定のもと，Miyoshi(2005)による膨張係数の動的推定法に加え，観測誤差の分散の動的

推定も同時に行っている．Desroziers et al(2005)によって導出された統計的関係式の導出は付録

Dを参照．また，Miyoshi et al.(2010)では，Lorenz96モデルを用いて，Serial EnSRFの枠組み

の中で衛星観測のような観測に相関がある場合についても考慮し，Liu et al(2009)と同様の手法

で，観測誤差の相関についても膨張係数と同時に動的推定を行い，EnKFが安定的に動くこと

を確かめている．以下，観測誤差共分散の動的推定法についてまとめる．do
aを

do
a = Yo − H(Xa)　

と定義すると，

< do
a(do

f )
T >= R (B.10.8)

の関係式が得られる (付録Dを参照)．この式 (??)から，一連の i個の観測に対する観測誤差の

分散 (σ2
o)iは，

(σ2
o)i =

(do
a)T

i (do
f )i

i
(B.10.9)

から見積もることができる．．

B.10.3 膨張係数と観測誤差分散の同時の動的推定

Liu(2009)では LETKFの中で

αn =
(do

f )
T do

f − trace(Rn)

trace(HnP f
n HT

n )
− 1 (B.10.10)

αn =
(da

f )
T do

f

trace(HnP f
n HT

n )
− 1 (B.10.11)
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の膨張係数 αを計算する 2種類の式を用い，膨張係数の動的推定と観測誤差の分散の動的推

定を同時に行っている．誤差共分散の膨張の手法にはmulticative inflationを用いており，全球

(global)に一定な膨張係数を求めている．まず初めに，簡易なモデルの Lorenz(1996)モデルを

用い，モデルが完全モデルの場合，ランダム誤差を含む場合 (バイアスなし)，系統的な sin型

のモデルバイアスがある場合に同時の動的推定がうまく機能するかを調べた結果，モデルが完

全モデルの場合，ランダム誤差をもつ場合，小さなモデルバイアスがある場合においては，た

とえ初期の観測誤差の分散の見積りの精度が悪くても，観測誤差の分散の動的推定によって次

第に観測誤差の分散の値は真の値に近づき，さらに動的推定した Rを用いた膨張係数の動的推

定によって得られた解析値は，最適にチューニングした膨張係数から得られる解析値と同等の

精度であることが確かめられている．また式 (??)，式 (??)のどちらを用いたとしても，観測誤

差分散をきちんと表現することができれば同等の精度が得られることが確かめられている．大

きなモデルバイアスがある場合については，最適にチューニングした膨張係数から得られる解

析値と同等の精度の解析値は得られず，最適にチューニングした膨張係数よりも小さい膨張係

数が動的推定されることが確かめられている．大きなバイアスがある場合のみこのような結果

となるのは，膨張係数の動的推定法はトレース和をとっているため，動的推定される膨張係数

はモデル誤差の空間構造を捉えることができず空間平均の観点において最適な膨張係数となっ

ており，大きなモデルバイアスによる誤差を動的推定法では捉えきれないためだと述べられて

いる．よって，Dee and da Silva(1998)，Baek et al(2006)，Danforth et al.(2007)，Li(2007)などの

モデルバイアス推定法を用いて，モデルバイアスを取り除く追加の手法が必要であることが提

案されている．さらに簡易な物理パラメタリゼーションを用いた大気大循環モデル (AGSM)の

SPEEDY(Molteni,2003)を用いて OSSE(Observing System Simulation Experiment)を行い，異な

る大きさや単位の誤差を持った数種類の観測をデータ同化している．その結果，どの観測に対

してもそれぞれ真の観測誤差分散が推定でき，同時推定法で得られた解析値は Rが既知のとき

の解析値と同等の精度であることが確かめられている．

B.11 アンサンブルカルマンフィルタの4次元化

B.11.1 4次元アンサンブルカルマンフィルタ

時刻 t = nで得られた観測空間における予報値 HnX f
n と時刻 t = s (n , s)で得られた観測値は

単純に比較することができないため，このままではデータ同化に用いることができない．そこで

データ同化の時刻以外の非定時観測もデータ同化できるよう時間方向に拡張されたEnKFである

4次元アンサンブルカルマンフィルタ (four dimentional Ensemble Kalman Filter，以下 4D-EnKF)

がHunt et al.(2004)によって提案された．以下 4D-EnKFについてまとめる．

時刻 t = nでの第一推定値 X f
n をmメンバーの予報アンサンブルの線形結合で

X f
n =

m∑
k=1

wkx f (k)
n (B.11.1)
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のように表す．このときwkは重みを表す.この重みwkは同じ解析において異なる時刻でも一定

とする.時刻 t = s(n , s)での第一推定値 X f (k)
s は

X f
s =

m∑
k=1

wkx f (k)
s (B.11.2)

とおける. このとき

A f
n = [x f (1)

n | · · · |x f (m)
n ]

A f
s = [x f (1)

s | · · · |x f (m)
s ]

W = [w1|，· · · |wm]T (B.11.3)

と表現すると式 (??)，式 (??)は

X f
n = A f

nW (B.11.4)

X f
s = A f

s W (B.11.5)

とおける.このとき，A f
n((A f

n)T A f
n)−1(A f

n)T = Iより，(A f
n)−1 = ((A f

n)T A f
n)−1(A f

n)T と求まるので，式

(??)において重みWは

W = ((A f
n)T A f

n)−1(A f
n)T X f

n (B.11.6)

と求まる.よって式 (??)に式 (??)を代入すると

X f
s = A f

s ((A f
n)T A f

n)−1(A f
n)T X f

n (B.11.7)

と X f
n と X f

s の関係を求めることができる. よって時刻 t = sにおける観測空間での第一推定値は，

時刻 t = sでの観測演算子 Hsを用いて，

HsX f
s = HsA f

s ((A f
n)T A f

n)−1(A f
n)T X f

n (B.11.8)

と表される．したがって，4D-EnKFでは時刻 t = nにおけるデータ同化において，異なる時刻

t = sの観測を扱う場合，観測演算子を

Hn = HsA f
s ((A f

n)T A f
n)−1(A f

n)T (B.11.9)

と置き換えて扱えば，時刻 t = sでの観測値 Yo
s を時刻 t = nでのデータ同化に扱うことができ

る．したがって，観測時刻における予報アンサンブル A f を保存しておけば，いかなる時刻の観

測もデータ同化に扱うことができる.

B.11.2 4次元局所アンサンブル変換カルマンフィルタ

4次元局所アンサンブル変換カルマンフィルタ (four dimentional Local Ensemble Transform

Kalman Filter，以下4D-LETKF)はHunt et al.(2007)によって提案された手法で，Hunt et al.(2004)

によって提案された 4D-EnKFを LETKFにおいてより単純化したものとなっている．
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LETKFのデータ同化の式

X̄a
n = X̄ f

n + E f
n P̃a

n(HnE f
n )T R−1

n (Yo
n − HnX̄ f

n ) (B.11.10)

において，Bn = P̃a
n(HnE f )T R−1

n (Yo
n − HnX̄ f

n )とおくと，

X̄a
n = X̄ f

n + E f
n Bn (B.11.11)

4D-EnKFでは観測演算子Hnを置き換えることを考えてきたが，4D-LETKFでは観測演算子Hn

を含んだ Bnを置き換えることを考える．

HnE f
n を観測空間における予報アンサンブル摂動の行列 Y f

n で近似すると，

Y f
n = HnE f

n

= [HnδX f (1)
n | · · ·　 |HnδX f (m)

n ]

= [Hn(X f (1)
n − X̄ f

n )| · · ·　 |HnHn(X f (m)
n − X̄ f

n )]

= [HnX f (1)
n − HnX̄ f

n | · · · |HnX f (m)
n − HnX̄ f

n ] (B.11.12)

また，P̃a
nは，Y f

n を用いると

P̃a
n = [(k − 1)I + (Y f

n )T R−1
n Y f

n ]−1 (B.11.13)

と表される．さらに，観測空間における予報アンサンブル平均 Ȳ f
n は

Ȳ f
n =

1
m

m∑
k=1

Hn(X f (k)
n ) (B.11.14)

と表現できる. したがって，式 (??)を式 (??)に代入すると，Y f
n は

Y f
n = [HnX f (1)

n − Ȳ f
n | · · · |HnX f (m)

n − Ȳ f
n ] (B.11.15)

と表現できる. よって，式 (??)，式 (??)から Bnは

Bn = [(k − 1)I + (Y f
n )T R−1

n Y f
n ]−1(Y f

n )T R−1
n (Yo

n − Ȳ f
n ) (B.11.16)

Y f
n，Ȳ f，Yo

n , Rnから表現できることがわかる．

4D-LETKFではデータ同化時刻 t = nに時刻 t = s(n , s)の観測 Yo
s をデータ同化する場合，式

(??)において Bnは

Bn = [(k − 1)I + (Y f
s )T R−1

s Y f
s ]−1(Y f

s )T R−1
s (Yo

s − Ȳ f
s ) (B.11.17)

で求められられる．よって，観測時刻 t = sでのアンサンブル予報 X f
s を常に保存しておけば，

式 (??)，(??)から Ȳ f
s，Y f

s の計算が可となるので，時刻 t = sでの観測も時刻 t = nでデータ同化

可能となる．

実際，複数の時刻での観測値 Yoを同化する場合，各時刻での Y f，Ȳ f を計算し，最後にそれ

らを 1つの行列 Y f
n，Ȳ f

n にまとめ，式 (??)で Bnを求め，式 (??)ですべての観測を同時に同化さ

せればよい．
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付録C Lorenz96モデルを用いたEnKFの
観測システムシュミレーション実験

C.1 実験設定

C.1.1 Lorenz1996モデル

以下はLorenz and Emanuel(1998)を参考にしている．Lorenzの 40変数モデルは以下のような

ものである．
dx j

dt
= (x j+1 − x j−2)x j−1 − x j + F (C.1.1)

このとき，添字 j = 1, · · · ,Nは格子点を表す．また右辺第一項は移流項，右辺第二項は散逸項，
右辺第三項は強制 (forcing)に相当する．境界条件は周期境界条件 (X0 = XN)である．時間積分

法として 4次のルンゲクッタ法を用いた場合，Lorenz1996モデルは時間積分間隔∆t = 0.05で安

定することがわかっている．また∆t = 0.2が 1日に相当することが知られている (Lorenz 1996)．

データ同化サイクル実験は，Lorenz and Emanuel(1998)による観測システムシュミレーショ

ン実験 (Observing System Simulation Experiment)に基づき行う．F=8.0とし，平均 2.0，標準偏

差 4.0のガウス分布からランダムに取り出した値を初期値として 7500ステップ積分した結果を

真の値 Xt
j,nとする．このとき jは地点，nは n番目の時間ステップを表す．観測値 Yo

j,nは，平

均ゼロ，標準偏差σのガウス分布からランダム誤差を真の値に加えたものとする．本研究では

σ = 1.0．観測は各時間ステップで全地点得られるものとし，全観測地点を同化する．

C.1.2 評価法

データ同化を通して得られた解析値 Xa
j,nの精度は次のように RMSEをで評価する．

RMS E =

√√√
1
40

40∑
j=1

 1
7200

7500∑
n=301

(Xa
j,n − Xt

j,n)2

 (C.1.2)

このとき，n = 1 ∼ 300はモデルの一時的な振る舞いを除くための時間としている．

C.2 結果

m = 10で Serial EnSRFを用いた場合の解析値の RMS Eの膨張係数 αと Schur length scaleσ

の依存関係は図 ??となる．図 ??は Miyoshi(2005)の Fig2.3(図 ??)とほぼ同等の結果を示して
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おり，Serial EnSRFのプログラムコードのエラーはないことが確認できる．

同様に，Lorenz96モデルでの local patchを図 ??のようにとると，LETKFでm = 10でLETKF

用いた場合の解析値の RMS E の膨張係数 αと local patchの大きさ l1 の依存関係は図 ??とな

る．図 ??の結果は，Harlim and Hunt(2005)の Fig1(図 ??)の結果，l1 = 6, l2 = 1で膨張係数

α = 0.04 ∼ 0.06のとき解析値の RMSE≈ 0.21という結果と一致している．さらに Harlim and

Hunt(2005)の Fig4の設定に従い，観測値を n時間ステップ毎にデータ同化した場合の LETKF

と 4D-LETKFの解析値の RMSEを図 ??に示す．これは，Harlim and Hunt(2005)の Fig4(図??)

とほぼ同様の結果が得られている．以上より，LETKFのプログラムコードのエラーはないと思

われる．

図 C.1: Serial EnSRFにおける膨張係数α(縦軸)とSchur length scaleσ(横軸)と解析値のRMSE(等
高線)の関係性．このときアンサンブルメンバー数は 10メンバー．

図 C.2: Miyoshi(2005)の Fig2.3を抜粋．Serial EnSRFにおける膨張係数 α(縦軸)と Schur length
scaleσ(横軸)と解析値の RMSE(等高線)の関係性．このときアンサンブルメンバー数は 10メ
ンバー．
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図 C.3: LETKFにおける膨張係数 α(縦軸)と local patchの大きさ l1(横軸)と解析値の RMSE(等
高線)の関係性．このときアンサンブルメンバー数は 10メンバー，l2=1とした．

図 C.4: Harilm and Hunt(2005)の Fig1を抜粋．LETKFにおける膨張係数 αと RMSEの依存関
係を示す．アンサンブルメンバー数は 10メンバー，l1=6，l2=1と設定．
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図 C.5: 横軸は観測をデータ同化する時間ステップ間隔を表し，縦軸は解析値の RMSEを表す．
このとき実線がLETKFの結果で破線が 4D-LETKFの結果．アンサンブルメンバー数は 10メン
バー，l1=6，l2=1と設定．膨張係数は解析誤差が最小になるように選んでいる

図 C.6: Harlim and Hunt(2005)の Fig4を抜粋．図 ??と同様．

図 C.7: Lorenz96での local patchの定義．線上の四角い点は格子点を表す．赤の格子点が local
patchの中心．lNが lopal pachのサイズで l1が local patchの片側のサイズを示し，lN=2l1+1の
関係である．l2は内側の local patchの片側のサイズを示し，2l2+1の領域で得られた解析値が最
終的に領域全体 (global)で合成される．
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付録D Desroziers et al(2005)による統計的
関係式の導出

以下の導出は Desroziers et al(2005)を参考にしている．イノベーションベクトル (innovation

vector)を

do
f = Yo − H(X f ) (D.0.1)

と表記する．このイノベーションベクトルは次のように変形できる．

do
f = Yo − H(X f )

= Yo − H(Xt) + H(Xt) − H(X f )

= δYo − HδX f (D.0.2)

したがって，

< do
f (d

o
f )

T > =< (δYo − HδX f )(δYo − HδX f )T >

=< δYo(δYo)T > − < δYoH(δX f )T > − < H(δX f )(δYo)T > + < HδX f (HδX f )T >

(D.0.3)

観測誤差 δYoと予報誤差 δX f は無相関 (< δYoHδ(X f )T >= 0，< HδX f (δYo)T >= 0)であると仮定

すると，

< do
f (d

o
f )

T >= HP f HT + R (D.0.4)

の関係が求まる．

次に da
f を

da
f = H(Xa) − H(X f )　

と定義する．KFの第 (4)式を代入すると

da
f = H(Xa) − H(Xa − Kdo

f )　　

= HKdo
f (D.0.5)

よって

da
f (d

o
f )

T = HKdo
f (d

o
f )

T (D.0.6)
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と表わされる．式 (??)の統計的期待値 (<>で表す)をとると，式 (??)から

< da
f (d

o
f )

T > = HK < do
f (d

o
f )

T >

= HP f HT (HP f HT + R)−1 < do
f (d

o
f )

T >

= HP f HT (HP f HT + R)−1(HP f HT + R)

= HP f HT (D.0.7)

という関係が求められる．

最後に do
aを

do
a = Yo − H(Xa)　

と定義する．do
aは式 (??)を用いて，

do
a = Yo − H(Xa)　

= Yo − H(X f + HKdo
f )

= do
f − HKdo

f

= (I − KH)do
f

= (HP f HT + R) − HP f HT (HP f HT + R)−1do
f

= R(HP f HT + R)−1do
f (D.0.8)

と表すことができる．よって式 (??)の両辺に右から (do
a)T をかけて，統計的期待値をとると，

< do
a(do

f )
T > = R(HP f HT + R)−1 < do

f (d
o
f )

T >

= R(HP f HT + R)−1(HP f HT + R)

= R (D.0.9)

の関係が求められる．
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付録E データ同化における観測インパク
トの評価法

衛星観測の発達に伴い，数値予報モデルでデータ同化に用いることのできる観測数が増加し

ている．統計的に見ると新たな観測値の同化は短期予報の精度を向上させることが知られてい

る (例えば，Joiner et al.,2004)．しかし，観測 1つ 1つに注目すると，観測の性質は，観測機器．

観測物理量，観測場所などよってそれぞれ異なるため，観測 1つ 1つがデータ同化を通して解

析値・予報値に与える影響もそれぞれ異なるはずである．解析値・予報値に良いインパクトを

与える観測データのみ同化し，解析値・予報値に何のインパクトも与えない，または悪いイン

パクトを与えるような観測データを同化しないことが理想である．観測データの同化によって

解析値・予報値に与えるインパクトのことを観測インパクトと呼ばれ，上記の理想的な条件を

実現するために解析値・予報値に対する観測インパクトを調べる研究がいくつかなされている．

E.1 解析値に対する観測インパクト

解析値に対する観測インパクトの計算法は最初に Cardinali et al(2004)によって提案された．

Cardinali et al．(2004)では新しい観測のデータセットはどれくらいの情報量を持っているの

か,また解析値に及ぼす観測の影響度合いはどれくらいかという疑問に取り組むため，analysis

sensitivityという量を定義し，4D-Varのデータ同化の枠組みの中でその analysis sensitivityを計

算するための近似手法を提案した．Liu et al(2009)では 4D-varではなく，EnKFを使って analysis

sensitivityを計算する手法を提案している．以下，analysis sensitivityの式を導く．

KFにおける解析値 (次元 N)を求める式は

Xa = KYo + (IN − KH)X f　 (E.1.1)

このとき，INは [N × N]の単位行列，Yoは p次元の観測ベクトル，Hは [p × N]の観測演算子，

Kは [N × p]の重みを表すカルマンゲイン行列である．このとき Kは

K = P f HT (HP f HT + R)−1 = PaHT R−1 (E.1.2)

で求められられる．このとき Rは [p× p]の観測誤差共分散行列，Paは [N × N]の解析誤差共分
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散行列，P f は [N ×N]の予報誤差共分散行列である．観測空間での解析値 Yaは式 (??)を使うと

Ya = HXa = HKYo + H(IN − KH)X f

= HKYo + H(IN H−1 − K)HX f

= HKYo + (Ip − HK)HX f

= HKYo + (Ip − HK)Y f (E.1.3)

と求まる．式 (??)を用いると，観測ベクトル Yoに対する観測空間における解析ベクトル Yaの

感度 S oは

S o =
∂Ya

∂Yo = KT HT = R−1HPaHT (E.1.4)

と定義される．このとき S o[p × p]は influence matrixと呼ばれる．また S oの対角成分は self-

sensitivityと呼ばれ，非対角成分は cross-sensitivityと呼ばれる．また観測空間における予報ベ

クトル X f に対する Yaの感度 S f は

S f =
∂Ya

∂Y f = Ip − KT HT = Ip − S o (E.1.5)

と定義される．S f と S oは相補的関係で加算すると 1になる．以上 S f と S oが analysis sensitivity

である．

Cardinali et al(2004)では，Paを 4D-varから求めていたが，Liu et al．(2009)では EnKFを用

いて Pa = 1
m−1 Ea(Ea)T と表すことで，S oを次のように変形している．

S o = R−1HPaHT =
1

m − 1
R−1(HEa)((HEa)T ) (E.1.6)

もし，観測誤差が無相関であるとき，i行 i列の self-sensitivityは

S o
ii =
∂Ya

i

∂Yo
i
= (

1
m − 1

)
1
σ2

i

m∑
l=1

(HEa(l))i × (HEa(l))i　 (E.1.7)

i行 j列の cross-sensitivityは

S o
i j =
∂Ya

i

∂Yo
i
= (

1
m − 1

)
1
σ2

i

m∑
l=1

(HEa(l)) j × (HEa(l))i　 (E.1.8)

で求めることができる．このときσは観測誤差分散を表す．

E.2 予報値に対する観測インパクト

観測値が予報値に与える影響を調べる手法としては，Zapotocny et al(2002)などのように，観

測データを同化した場合 (データ付加実験)と観測データを同化しない場合 (データ拒否実験)と

の差から求めるのが従来の手法であった．しかし，この手法は，観測値が手に入るごとに毎回モ

デルの計算をしなければならないため，計算コストがかかるという欠点がある．そこで，データ
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拒否実験を行わない手法として，Langland and Baker(2004，以下LB04)では，アジョイントモデ

ルを用いた短期予報における観測インパクトの評価法を提案した．またAncell and Hakim(2007)

が第 2アンサンブル感度を用いた観測インパクトの評価法を定式化し，Torn and Hakim(2008)

によって第 2アンサンブル感度を用いた観測インパクトの評価法が検証された．さらに，Liu

and Kalnay(2008，以下 LK08)，Li et al(2010)では LE04と同様の考え方で，アジョイントモデ

ルを用いず，LETKFの枠組みの中でアンサンブル摂動を用いた観測インパクトの評価法を提案

している．図 ??では LA04，AH07，LK08の観測インパクトの評価手法の特徴をまとめた．次

節以降，LB04，AH07，LK08の評価手法の導出についてまとめる．

図 E.1: LB04，AH07，LK08による観測インパクトの評価手法の特徴

E.2.1 感度解析を用いる手法 1

Langland and Baker(2004)によるアジョイント感度を用いる手法をまとめる．解析時刻 nの解

析値 Xnを初期値とした時刻 tにおける予報値を Xt，n，解析時刻 nより h時間早い解析値 Xn−hを

初期値とした時刻 tにおける予報値を Xt，n−hとおく．また Xaを verifying analysisとし，予報誤

差をそれぞれ

et，n = Xt，n − Xa　 (E.2.1)

et，n−h = Xt，n−h − Xa (E.2.2)

で表す．

評価関数 Jを，時刻 nを初期値とした時刻 tまでの予報と時刻 n − hを初期値とした時刻 tま

での予報の予報誤差エネルギーノルムの差として定義する．

Jt =
1
2

(< et，n，Cet，n > − < et，n−h，Cet，n−h >) (E.2.3)

このとき, Cは相対的な重み成分を持った正値対称行列である．このとき予報はそれぞれ同様の

モデルを用いているので，このとき式 (??)の計算によって得られる Jtは単純に時刻 nで観測値

をデータ同化したか，データ同化していないかの結果現れた差である．また式 (??)から Jt < 0

であるなら時刻 nで観測をデータ同化したことによって，時刻 tにおける予報誤差が減少した

ことがわかる．図 ??がその概念図である．
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図 E.2: 時刻 tでの予報誤差の減少に対する観測インパクトの時間依存関係の概念図．(Langland
and Baker(2004)を参考)

さらに，

Jt，n =
1
2
< (Xt，n − Xa)，C(Xt，n − Xa) >　 (E.2.4)

Jt，n−1 =
1
2
< (Xt，n−1 − Xa)，C(Xt，n−1 − Xa) >　 (E.2.5)

と定義し，それぞれ Xt,nと Xt,n−hで微分すると，

∂Jt，n

∂Xt，n
= C(Xt，n − Xa) (E.2.6)

∂Jt，n−h

∂Xt，n−h
= C(Xt，n−h − Xa) (E.2.7)

となるので，式 (??)は，式 (??)，式 (??)を用いて次のように書き表せられる．

Jt =< (Xt，n − Xt，n−h)，(
∂Jt，n

∂Xt，n
+
∂Jt，n−h

∂Xt，n−h
) > (E.2.8)

アジョイント演算子 MT
t，nを作用させると，

∂Jt，n

∂Xn，n
= MT

t，n

∂Jt,n

∂Xt，n
(E.2.9)

∂Jt，n−h

∂Xn,n−h
= MT

t，n−h

∂Jt，n−h

∂Xt，n−h
(E.2.10)

なので，式 (??)は

Jt =< δXn，n，
∂Jt，n

∂Xn，n
+
∂Jt，n−h

∂Xn，n−h
> (E.2.11)

と書き直すことができる．またKFの式を用いると，

δXn，n = Kn(Yo
n − HnXn，n−h) (E.2.12)

このとき Knは

Kn = Pn，n−hHT
n [HnPn，n−hHT

n + Rn]−1 (E.2.13)
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．よって式 (??)は

Jt =< Kn(Yo
n − HnXn，n−h)，

∂Jt，n

∂Xn，n
+
∂Jt，n−h

∂Xn，n−h
>

=< (Yo
n − HnXn，n−h)，KT

n (
∂Jt，n

∂Xn，n
+
∂Jt，n−h

∂Xn，n−h
) > (E.2.14)

と変形できる．式 (??)を Yo
n で微分すると，

∂Jt

∂Yo
n
= KT

n (
∂Jt，n

∂Xn，n
+
∂Jt，n−h

∂Xn，n−h
) (E.2.15)

となるので，式 (??)を用いると式 (??)は

Jt =< (Yo
n − HnXn，n−h)，

∂Jt

∂Yo
n
>

= [
∂Jt

∂Yo
n

]T (Yo
n − HnXn，n−h) (E.2.16)

と表される (LB04の式 (7))．したがって Jtの評価のためには，
∂Jt
∂Yo

n
の評価が必要である．つま

り ∂Jt,n

∂Xn,n
と ∂Jt,n

∂Xn,n−h
の 2つの感度をアジョイント感度を評価を必要とする．

E.2.2 感度解析を用いる手法 2

Ancell and Hakim(2007)による感度解析の手法をまとめる．このときAncell and Hakim(2007)

では EnKFの摂動を入力アンサンブル摂動とした第 2アンサンブル感度を用いる場合のみ述べ

ているが，ここでは正規乱数を入力アンサンブル摂動とした第 2アンサンブル感度を用いた場

合についても考慮する．感度解析を用いる手法 1では観測値をデータ同化することによって予

報に与える影響の良し悪しとその変化量を評価できたが，この感度解析を用いる手法 2では変

化量しか評価できないことに注意．

データ同化サイクルにおいて，時刻 iniにおける予報値 X f，予報誤差共分散 P f をそれぞれ時

刻 iniにおける解析値 Xini，解析誤差共分散 Piniとすると，時刻 iniにおける観測値 Yo
iniをデータ

同化することによる解析インクリメントは

δXini = Kini(Yo
ini − HiniXini)　 (E.2.17)

と表すことができる．このとき Kiniは

Kini = PiniHT
ini[HiniPiniHT

ini + Rini]−1 (E.2.18)

また感度解析の定義式 (??)を用いると，時刻 iniの入力の変化 Xiniに対するモデルの出力の変

化 δ j f inは

δ j f in =
∂ j f in

∂Xini
δXini

=
∂ j f in

∂Xini
Kini(Yo

ini − HiniXini)　 (E.2.19)

= AAS Kini(Yo
ini − HiniXini) (E.2.20)
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このとき感度 ∂ j f in

∂Xini
はアジョイント感度 AAS とした．アジョインント感度 AAS は 2.3.1節で述べ

たように式 (??)が成り立つのであれば，式 (??)は第 1アンサンブル感度 AES 1に置き換えるこ

とも可能である．

さらに式 (??)を第 2アンサンブル感度 AES 2で表すことを考える．まず入力アンサンブル摂動

としてEnKFから得られた摂動 Einiを用いた場合を考える．入力アンサンブル摂動としてEnKF

から得られた摂動 Einiを用いたとき得られる誤差共分散を PEnKF
ini と表記する．このとき KFか

ら得られる Piniと PEnKF
ini は等しいことに注意．AAS と AES 2の関係は式 (??)より

AAS = AES 2Dini(PEnKF
ini )−1 (E.2.21)

であるので，式 (??)，式 (??)を式 (??)に代入すると δ j f inは AES 2を用いて

δ j f in = [AAS ]Kini(Yo
ini − HiniXini)　

= AES 2Dini(PEnKF
ini )−1PiniHT

ini[HiniPiniHT
ini + Rini]−1(Yo

ini − HiniXini)

= AES 2DiniHT
ini[HiniPiniHT

ini + Rini]−1(Yo
ini − HiniXini) (E.2.22)

と表すことができる．よって入力アンサンブル摂動として EnKFから得られる摂動を用いた場

合，Piniの逆行列を計算する必要がないので第 2アンサンブル感度を用いての式 (??)の計算が

可能である．

次に，入力アンサンブル摂動として正規乱数 Einiを用いた場合得られる誤差共分散を Prandom
ini

と表記する．このときKFから得られる Piniと Prandom
ini は異なることに注意．AAS と AES 2の関係

は式 (??)より

AAS = AES 2Dini(Prandom
ini )−1 (E.2.23)

であるので，式 (??)，式 (??)を式 (??)に代入すると δ j f inは AES 2を用いて

δ j f in = [AAS ]Kini(Yo
ini − HiniXini)　

= AES 2Dini(Prandom
ini )−1PiniHT

ini[HiniPiniHT
ini + Rini]−1(Yo

ini − HiniXini)
(E.2.24)

と表すことができる．よって入力アンサンブル摂動として正規乱数を用いた場合 (Prandom
ini )−1の

計算が必要となる．(Prandom
ini )−1が自明であるためには入力アンサンブル摂動のアンサンブルメ

ンバー数がモデルの次元以上でなければならないが，これは計算資源的に実現不可能である．

そこで，入力アンサンブル摂動のアンサンブルメンバー数がモデルの次元よりも小さい場合の

対処法として Prandom
ini を擬似逆行列として表せば式 (??)は計算可能となる．しかし，データ同化

に EnKFを用いた場合，式 (??)は式 (??)と比べると，正規乱数を摂動としたアンサンブル予報

を追加で行い，さらに Prandom
old の逆行列計算をする必要があるなど明らかに計算資源面での負荷

が大きいため式 (??)を用いる利点はない．
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E.3 LETKFを用いる手法

この手法は再解析する場合にのみ有効な手法である．

解析時刻 nと解析時刻 nより h時間早い解析時刻 n − hでのmメンバーからなる解析アンサ

ンブルを初期値とし，時刻 t(t > n)までアンサンブル予報したときのアンサンブル平均をそれ

ぞれ次のように記述する．

X̄ f
t，n =

1
m

m∑
k=1

Mt，n(Xa(k)
n )　，̄X f

t，n−h =
1
m

m∑
k=1

Mt，n(Xa(k)
n−h)　 (E.3.1)

このとき時刻 tにおける X̄ f
t，n，X̄ f

t，n−hの予報誤差 eをそれぞれ

et，n = X̄ f
t,n − X̄a

t，et，n−h = X̄ f
t，n−h − X̄a

t (E.3.2)

と定義する．このとき X̄a
t は veryfying analysisである．予報に対する観測インパクトを見積もる

ための評価関数 Jは，時刻 nと時刻 n − hを初期時刻とした予報値 X̄ f
t，n，X̄ f

t，n−hの予報誤差 et，n，

et，n−hの 2乗の差 (L2ノルム)と定義している．

J =
1
2

(eT
t，net，n − eT

t，n−het，n−h)

=
1
2

(eT
t，n + eT

t，n)(et，n + et，n−h) (E.3.3)

式 (??)に式 (??)を代入すると，

J =
1
2

(X̄ f
t，n − X̄a

t + et，n−h)T (X̄ f
t，n − X̄a

t − X̄ f
t，n−h + X̄a

t )

=
1
2

(2et，n−h + X̄ f
t，n − X̄ f

t，n−h)T (X̄ f
t，n − X̄ f

t，n−h) (E.3.4)

と変形できる．

LETKFにおいて，時刻 nにおける k(k = 1 ∼ m)番目の解析アンサンブルメンバー Xa(k)
n は式

(??)から求めた解析アンサンブル平均 X̄a
n に摂動 δX

a(k)
n を加えたものである．つまり，

Xa(k)
n = X̄ f

n，n−h + E f
n，n−hP̃a

n(HnE f
n，n−h)T R−1

n (Yo
n − HnX̄ f

n，n−h) + δXa(k)
n (E.3.5)

このとき

E f
n，n−h = [X f (1)

n，n−h − X̄ f
n，n−h| · · · |X

f (m)
n，n−h − X̄ f

n，n−h] (E.3.6)

また

Y f
n = HnE f

n，n−h (E.3.7)

K̃n = P̃a
n(Y f

n )T R−1
n (E.3.8)

dn = Yo
n − HnX̄ f

n，n−h (E.3.9)
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とおき，式 (??)を次のように簡略化して記述する．

Xa(k)
n = X̄ f

n，n−n + E f
n，n−hK̃ndn + δXa(k)

n (E.3.10)

式 (??)を用いると，X̄ f
t，nは次のように表すことができる．

X̄ f
t，n =

1
m

m∑
k=1

Mt，n(Xa(k)
n ) (E.3.11)

=
1
m

m∑
k=1

Mt,n(X̄ f
n，n−h + E f

n，n−hK̃ndn + δXa(k)
n ) (E.3.12)

接線形モデルMt,nを用い，式 (??)を X̄ f
n，n−hのまわりで線形化すると，

X̄ f
t，n ∼ Mt,n(X̄ f

n，n−h) +
1
m

m∑
k=1

Mt，n(E f
n，n−hK̃ndn + δXa(k)

n ) (E.3.13)

式 (??)，式 (??)より

Ea
n = E f

n，n−h[(m − 1)P̃a
n]

1
2　 (E.3.14)

式 (??)の k列目の摂動成分 δXa(k)
n を [(m − 1)P̃a

n]
1
2 の k列目の摂動成分Wa(k)

n で表すと，

δXa(k)
n = E f

n，n−hδW
a(k)
n (E.3.15)

式 (??)を式 (??)に代入すると，

X̄ f
t，n ∼ Mt，n(X̄ f

n，n−h) +
1
m

m∑
k=1

Mt，n

(
E f

n，n−h(K̃ndn + δWa(k)
n )
)

(E.3.16)

時刻 tは誤差が線形で成長するのに十分短い時間だと仮定すると，

Mt，nE f
n，n−h = E f

t,n−h (E.3.17)

= [X f (1)
t，n−h − X̄ f

t，n−h| · · · |X
f (m)
t，n−h − X̄ f

t，n−h] (E.3.18)

式 (??)を式 (??)に代入すると、

X̄ f
t，n = X̄ f

t，n−h +
1
m

m∑
k=1

E f
t，n−h(K̃ndn + δWa(k)

n ) (E.3.19)

= X̄ f
t，n−h + E f

t，n−hK̃ndn +
1
m

m∑
j=1

E f ( j)
t，n−h

m∑
k=1

δWa( j,k)
n (E.3.20)

ここで
∑m

j=1 δW
a( j,k)
n =

∑m
k=1 δW

a(k, j)
n = 1となることを証明する．m次元のベクトル Vを次のよ

うに各成分が 1のベクトルとして定義する．

V = [1 · · · 1]T (E.3.21)
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式 (??)の両辺の逆行列をとり，左から Vをかけると，

(P̃a)−1V = [(m − 1)I + (HE f )T R−1HE f ]V

= (m − 1)V (E.3.22)

このとき，E f の列成分の合計はゼロなので，E f V = Oであることを用いた．さらに，LETKF

での変換行列 T は T = (m − 1)P̃a
1
2 で与えられるので，

TT T = (m − 1)P̃a (E.3.23)

式 (??)の両辺に Vをかけて式 (??)を代入すると，

TT T V = (m − 1)P̃aV

= V (E.3.24)

よって式 (??)から V は TT T の固有ベクトルで固有値は 1であることがわかる．対称行列の特

性に基づき T の固有ベクトルもまた Vで固有値は 1に等しい．

TV = V (E.3.25)

したがって T の各成分を δW ( j,i)と表すと

m∑
i=1

δw( j,i) = 1 (E.3.26)

であることがわかる．また T は対称行列なので

m∑
j=1

δW ( j,i) = 1 (E.3.27)

とも表すことができる．よって
∑m

k=1 δW
a(k, j)
n = 1である．

さらに
∑m

j=1 E f ( j)
t，n−hは予報アンサンブル摂動の平均はゼロであることから

∑m
j=1 E f ( j)

t，n−h = 0．し

たがって最終的に式 (??)は

X̄ f
t，n − X̄ f

t，n−h = E f
t，n−hK̃ndn　 (E.3.28)

したがって，式 (??)に式 (??)を用いると

et,n − et，n−h = E f
t，n−hK̃ndn (E.3.29)

と求まる．また

et,n + et,n−h = X̄ f
t，n − X̄a

t + X̄ f
t，n−h − X̄a

t (E.3.30)

= X̄ f
t，n−h − X̄a

t + X̄a
t + X̄ f

t，n − X̄ f
t，n−h (E.3.31)

= 2et,n−h + E f
t，n−hK̃ndn (E.3.32)
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以上より，式 (??)は次のように表される．

J = (et，n−h +
1
2

E f
t，n−hK̃ndn)T E f

t，n−hK̃ndn (E.3.33)

したがって，時刻 nでデータ同化した観測値が時刻 tでの予報値をどれくらい改善するか (J < 0)，

悪化させるか (J > 0)は式 (??)を用いることで確認することができる．
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付録F 機動的観測(adaptive observation)

機動的観測は，現状の観測地点に加えて新たにどの観測地点を追加すれば予測精度向上につ

ながるかを知ることを目的としている．機動的観測の手法として，アジョイント感度，あるいは

特異ベクトルを用いた手法 (Buizza and Montani．1999；Gelaro et al．1999；Langland et al．1999)

とアンサンブルベースの手法 (Bishop et al．2001；Hamill and Snyder 2002，Ancell and Hakim

2007)の 2通りの手法が提案，研究されている．ここでは，Ancell and Hakim(2007)による第 2

アンサンブル感度を用いた機動的観測の手法をまとめる．このときAncell and Hakim(2007)で

は EnKFから得られた摂動を入力アンサンブル摂動とした第 2アンサンブル感度を用いる場合

のみ述べているが，ここでは正規乱数を入力アンサンブル摂動とした第 2アンサンブル感度を

用いた場合についても考慮した．

入力が微小に変化 δXiniしたときの出力の変化 δ j f inは感度解析を用いて，

δ j f in = [
∂ j f in

∂Xini
]δXini (F.0.1)

このとき，出力の分散σは

σ =
1

m − 1
δ j f inδ j f in (F.0.2)

と表せることができ，式 (??)を代入すると

σ =
1

m − 1
[
∂ j f in

∂Xini
]δXiniδXT

ini[
∂ j f in

∂Xini
]T (F.0.3)

= [
∂ j f in

∂Xini
]Pini[

∂ j f in

∂Xini
]T (F.0.4)

とσは感度解析の結果を用いて求めることができることがわかる．

ここで，式 (??)を用いて機動的観測する場所を考える．通常の観測のデータ同化後の解析誤

差共分散行列を Poldとし，機動的観測した場所を新たにデータ同化した場合の解析誤差共分散

行列を Pnewとする．このとき Poldと Pnewの関係は，KFより

PNew = [I − KnewHnew]Pold (F.0.5)

また Knewは

Knew = PoldHT
new[HnewPoldHT

new + Rnew]−1 (F.0.6)

である．機動的観測した場所を同化したとすると， j f inの分散σの変化量 δσは

δσ = [
∂ j f in

∂Xini
](Pold − Pnew)[

∂ j f in

∂Xini
]T (F.0.7)
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式 (??)に式 (??)を代入すると

δσ = [
∂ j f in

∂Xini
]KnewHnewPold[

∂ j f in

∂Xini
]T (F.0.8)

この式 (??)を用いることによって， j f inの分散を最も小さくする地点，つまり δσを最も大き

くする地点を知ることができ，その地点を機動的観測すればよい．このとき式 (??)において

∂Jt/∂Xn，nはアジョイント感度 AAS，または第 1アンサンブル感度 AES 1で表される．

さらに，第 2アンサンブル感度 AES 2で式 (??)を表すことを考える．まず入力アンサンブル摂

動として EnKFから得られた摂動 Eoldを用いた場合について考える．入力アンサンブル摂動と

して EnKFから得られた摂動 Eoldを用いたとき得られる誤差共分散を PEnKF
old と表記する．この

ときKFから得られる Poldと PEnKF
old は等しいことに注意．AAS と AES 2の関係は式 (??)で，Knew

は式 (??)で与えられるので，それぞれ式 (??)に代入すると δσは AES 2を用いて

δσ = AAS KnewHnewPold[AAS ]T

　　　　　 = AES 2Dold(PEnKF
old )−1PoldHT

new[HnewPoldHT
new + Rnew]−1HnewPold(PEnKF

old )−1Dold[AES 2]T

= AES 2DoldHT
new[HnewPoldHT

new + Rnew]−1HnewDold[AES 2]T (F.0.9)

と表すことができる．よってEnKFから得られる摂動を入力アンサンブル摂動とした場合，Pold

の逆行列を計算する必要がなくなるので第 2アンサンブル感度を用いての式 (??)の計算が可能

である．

次に，入力アンサンブル摂動として正規乱数から得られた摂動 Eoldを用いた場合について考

える．入力アンサンブル摂動として正規乱数から得られた摂動 Eoldを用いたとき得られる誤差

共分散を Prandom
old と表記する．このときKFから得られる Poldと Prandom

old は異なることに注意．AAS

と AES 2の関係は式 (??)，Knewは式 (??)で与えられるので，それぞれ式 (??)に代入すると δσは

AES 2を用いて

δσ = AAS KnewHnewPold[AAS ]T

　　　　　 = AES 2Dold(Prandom
old )−1PoldHT

new[HnewPoldHT
new + Rnew]−1HnewPold(Prandom

old )−1Dold[AES 2]T

(F.0.10)

と表すことができる．よって入力アンサンブル摂動として正規乱数を用いた場合 (Prandom
old )−1の

計算が必要となる．(Prandom
old )−1が自明であるためには入力アンサンブル摂動のアンサンブルメ

ンバー数がモデルの次元以上でなければならないが，これは計算資源的に実現不可能である．

そこで，入力アンサンブル摂動のアンサンブルメンバー数がモデルの次元よりも小さい場合の

対処法として Prandom
old を擬似逆行列として表せば式 (??)は計算可能となる．しかし，データ同化

に EnKFを用いた場合，式 (??)は式 (??)と比べると，正規乱数を摂動としたアンサンブル予報

を追加で行い，さらに Prandom
old の逆行列計算をする必要があるなど明らかに計算資源面での負荷

が大きいため式 (??)を用いる利点はない．
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