
気象学 I (気象力学)

余田 成男

平成18 年1 月16 日



余田 成男 (京都大学大学院理学研究科 地球惑星科学専攻)
〒 606-8502 左京区北白川追分町 京都大学理学部 ４号館地球物理
e-mail: yoden@kugi.kyoto-u.ac.jp



はじめに

気象学の対象である地球 (惑星)大気に対する我々の基本的視点を紹介し, 今日の気象学の諸分野の在り様
を概観する. そして, この講義の位置付けと構成を述べる.

大気システム

我々の興味は, 地球をはじめとする惑星の大気にある. 惑星大気の様子を知り理解しようとするとき, 大き
く分けると物質, 放射, 運動 の三つの視点がある.

• 物質： 大気組成とその空間分布
化学反応 (例, O3), 相変化 (例, H2O)
• 放射： 基本的温度構造の決定
太陽放射と地球放射

吸収, 射出, 反射, 散乱
• 運動： 運動形態とその働き
形態の記述と成因

働きとしての輸送過程：運動量 (→大循環), 熱エネルギー (→対流), 物質 (O3, H2O, etc.)

これらは, 大気システムを構成する素過程である. それぞれに独立した過程として扱える主題も多いが, 三
要素の相互作用が重要となる局面もある (図 1).

図 1: 大気システムの概念図
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2 気象学 I はじめに

学問分野・領域

惑星大気 (大気システム)を研究するには, いくつかのアプローチがある. 前節に述べたように, 大気システ
ムを構成する三つの素過程により分野を分けることができるが, その目指すところをもとに我々の学問領域
を分けることもできる. それぞれの目標をもとに次の四つに分けて, 整理してみよう.

• 大気現象学 (meteorology)：

大気 “現象”を人間が認識することから出発する現象学
アリストテレスの “気象学”, 現象の記述
• 大気物理学/大気化学 (atmospheric physics/chemistry)：
大気のさまざまな様相 (=素過程)を記述できる言語体系の確立
物質, 放射, 運動の物理的/化学的理解
• 地球システム科学 (earth system science)：

地球システム (気候システム)の動態を調べるシステム科学
サブシステムとして大気を位置付け, 素過程の結合に興味をもつ
• 災害科学・環境科学 (applied meteorology)：

災害や環境変化の予測・予知能力の向上

人間社会との関係を前提とした応用科学

また, 地球惑星科学の諸分野と同様に研究手法はつぎの三つに大別でき, 今の時代に特有の状況となって
いる.

• 観測・解析： 研究対象は現実に存在する大気である. その諸量をはかりデータを整理することによ
り, 現象の記述を行なう. 巨大科学化して観測と解析の分業化が進んでいる領域がある.
• 理論： 現実大気の状況を理想化抽象化して問題をたて, 数理物理的諸手法によりこれを解き, 現象の
理解をする. 線型手解析だけで完結する話題が減り, 数値実験との境界があいまいになりつつある.
• 室内実験・数値実験：現実大気の状況を理想化抽象化して, 室内またはコンピュータで実験を行なう
ことにより, 現象の理解を深める. 基本的に, 物理学分野の実験と同様の論理展開をする. しかし, 巨
大モデルの一発実験では, 現象の地学的記述を専らとすることもある.

気象学 I

気象学 Iでは, 大気物理学の立場から素過程としての大気運動をとり上げる. 気象力学 (dynamic meteo-

rology)と呼ばれる領域に相当する. 動機づけは, あくまで観測・解析の結果としての大気現象にあるが,
ここでは,おもに理論と数値実験結果に基づいた現象の理解に重点を置く. 流体力学の基礎知識を前提とし,
「地球連続体力学」, 「連続体力学」, 「地球流体力学」は履修したものとして, 講義を進める.

講義の構成は流体力学の枠組みに従う. すなわち, その大枠は次のとおりである：

• 基礎方程式とスケール解析
• 渦の力学
• 波の力学
• 流れと安定性
• 乱流

平成 18 年 1 月 16 日 (余田 成男) note/dyn-met/intro/intro.tex



第1章 流体力学の基礎方程式

回転流体力学の基本は流体力学である. まず, 流体力学の基礎方程式系を導出する. 流体力学の教科書 (今
井, 1973;巽, 1982, 1995など)や地球流体力学・大気力学の教科書 (Lindzen, 1990; Cushman-Roisin, 1994;
松井 孝典・他, 1996 など)では, それぞれに流体力学 (また, 弾性体を含めた連続体力学)の基礎方程式系を
導出をしているが, ここではおもに巽 (1982, 1995)および Lindzen(1990)を参考にしてこの導出を行なう.

1.1 流体の運動

まず, 基本単語を列記する.
• 流体： 液体と気体とは変形しやすいという共通点をもつために, 運動の仕方も互いによく似ている.
それでこれらを総称して流体という. (理化学辞典第 3版)
• 弾性体： 物体に力を加えたときの釣合いや運動を論ずる際に, 物体が, 弾性限度内にあるときをとく
に考える場合, これを弾性体という. ふつうは固体についていう.(理化学辞典第 3版)
• 連続体： 流体と弾性体の総称名. これらは, いずれも空間内に連続的な広がりをもち, 内部で運動や
変形を起こすことが可能である. 変形する物体ともいう. (巽, 1995)

連続体は, 質点や剛体と同様に, 一定の力学的法則 (ニュートンの運動法則)に従うものと考える. 連続体で
は, そのすべての部分が互いに独立に運動しうるので, 無限の自由度をもつ力学系である. この意味で, 連
続体は無限個の質点からなる質点系と似ているが, 物質の連続的な広がりを考える連続体は, 場としての性
格をもつ. その支配方程式は, 電磁気学における電磁場や統計力学における位相空間など各種の場の方程式
と数学的に似た構造となっている.

流体の運動は流体内のすべての点における速度, 圧力, 密度, 温度, およびその他の熱力学的変数を, 時間の
関数として与えることによって完全に決定される. これらの諸変数を支配する基礎方程式系は, 一般の物理
現象と同様に, 質量, 運動量, およびエネルギーの保存則から導かれる：
• 質量の保存則 =⇒ 連続方程式
• 運動量の保存則 =⇒ 運動方程式
• エネルギーの保存則 =⇒ エネルギー方程式
• 流体の特性を指定 =⇒ 状態方程式

流体の運動は, これらの方程式の適当な初期条件, 境界条件のもとでの解として定まる.

流体の運動を各種の物理量と力学変数を用いて記述する場合, 流体粒子の運動を時間的に追跡するラグラ
ンジュ記述と各時刻における流体の場全体の様子を見渡すオイラー記述とがある.
• 流体粒子：流体は粒子状ではなく連続体として空間に密に存在していると考えているが, 流体ととも
に動く点を固定点と区別してこのように呼ぶ.
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4 気象学 I 第 1章 流体力学の基礎方程式

次節以降では, まず一般の連続体の基礎方程式系を導出する. それに続いて, ニュートン流体を考えて, そ
の基礎方程式系を導出する.

1.2 オイラー座標系とラグランジュ座標系

空間をデカルト座標 (x1, x2, x3) で表す. これをオイラー座標系として参照する. xi 方向の単位ベクトルを

êi とする. 一方, ある時刻 t = 0 に連続体を見て, 連続体の各粒子にその時の位置 xi(t = 0) でラベル Xi

をつける. これをラグランジュ座標系として参照する. これらをまとめると,

座標系 ： 独立変数 　 座標系間の関係

オイラー ： x, t x = x(X, T ), t = T

ラグランジュ ： X, T X = X(x, t), T = t

ここで, 座標系間の関係は, 連続体の粒子 X と時刻 T を決めればその関数として位置 x が決まり, 他方,
位置 x と時刻 t を決めればその関数としてそこにある連続体の粒子 X が決まる, ということを示してい
る. この様子を図 1.1に示す.

図 1.1: 定常な流れ場に於て初期に格子状に配色した流体が運動にともなって変形していく様子. ラグラン
ジュ座標系では格子点が独立変数で, それが動いていった先の空間位置, およびその格子点の持つ物理量を
従属変数として見る. 一方, オイラー座標系では空間の位置が独立変数で, その位置に来ている格子点の持
つ物理量を従属変数として見る.

2つの座標系の間の変換は次の変換行列,

S =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

1 0 0 0
∂x1

∂T

∂x1

∂X1

∂x1

∂X2

∂x1

∂X3
∂x2

∂T

∂x2

∂X1

∂x2

∂X2

∂x2

∂X3
∂x3

∂T

∂x3

∂X1

∂x3

∂X2

∂x3

∂X3

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
, (1.1)

を用いて, (
dt dx1 dx2 dx3

)T

= S
(
dT dX1 dX2 dX3

)T

, (1.2)
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気象学 I 1.2 オイラー座標系とラグランジュ座標系 5

(
∂

∂t

∂

∂x1

∂

∂x2

∂

∂x3

)T

= (S−1)T

(
∂

∂T

∂

∂X1

∂

∂X2

∂

∂X3

)T

, (1.3)

および, これらの逆変換であらわされる. ここで, これらの座標変換が意味を持つためには, S が逆行列を

持つこと, および x がX, T で, 逆に X が x, t で微分可能なことが必要である. このことは, 最初別の場
所にあった連続体の粒子がある時刻に同じ場所を共有したり, 同じ場所にあった連続体の粒子がある時刻に
複数の場所にあるようなことは許されず, また最初にひとかたまりであった連続体が二つに分裂するような
ことも許されないことを意味する. 図 1.1で見ると, このチェッカーフラッグが伸び縮みすることは許され
るが, ちぎれたり重なったりすることを許していない. このことは連続体力学の根本に関わる問題なので何
時も心に留めておく必要がある.

次に, 速度と加速度を定義する. 連続体の粒子の速度 u = uiêi は, ラグランジュ座標系で記述して,

u(X, T ) =
∂x(X, T )

∂T
, (1.4)

で与えられる. この êi 成分は,

ui =
∂xi

∂T
, (1.5)

である. ここで, êi はデカルト座標での単位ベクトルだからその微分は 0である. 同様に, 連続体の粒子の
加速度 a = aiêi は,

a(X , T ) =
∂2x(X , T )

∂T 2
, (1.6)

ai =
∂2xi

∂T 2
, (1.7)

で与えられる.

一方, これらをオイラー座標系で記述するときには, u, a をその時刻その位置にある連続体の粒子の速度

(1.4)および加速度 (1.6)を使ってオイラー座標の関数とみる：

u(x, t) = u(X(x, t), T = t), (1.8)

a(x, t) = a(X(x, t), T = t). (1.9)

一般に, ラグランジュ座標系での時間微分はオイラー座標系での時間微分と一致しない. 座標変換 (1.3)で
変換行列 S の第 1列を速度 (1.4)で表現すると, 各座標系での時間微分を変換できて,

∂

∂T
=

∂

∂t
+

3∑
i=1

ui
∂

∂xi
=

∂

∂t
+ ui

∂

∂xi
, (1.10)

と書けることがわかる. ここで, 最右辺は総和規約に基づく表記法で, 同じ項において空間座標の指標が繰
り返されるときは, その指標について 1から 3までの総和をとるものとする. 以下では, 慣例に従って ∂/∂T

をラグランジュ微分と呼び, D/Dt と表記する. 一方, ∂/∂t はオイラー微分と呼ぶ. また, 右辺第 2項は移
流項と呼ぶ.

勾配の微分演算子を

grad =
(

∂

∂x1
,

∂

∂x2
,

∂

∂x3

)
, (1.11)

で表すと, 式 (1.10)は,
D

Dt
=

∂

∂t
+ (u · grad), (1.12)

note/dyn-met/kiso-eq-fd/kiso-eq-fd.tex 平成 18 年 1 月 16 日 (余田 成男)



6 気象学 I 第 1章 流体力学の基礎方程式

となる. ここで, ベクトル量のラグランジュ微分を考えるときには, (u · grad)のところで注意が必要であ
る. すなわち, 直角座標系ならばこれをスカラー積とみなしてもよいが, 直交曲線座標系の場合には, 単位
ベクトル êi が場所によって方向を変えるので, その勾配も考えなければいけない. この場合, ベクトル量
の各成分については上の関係式が成り立たない. 次のベクトル不変形にしておくとよい：

DA

Dt
=
∂A

∂t
+

1
2
{grad(u ·A) + rotu×A + rotA× u− rot(u×A) + udivA−Adivu} . (1.13)

ただし, div, rot は, それぞれ発散, 回転の微分演算子である. すなわち, divA は, 任意のベクトル A に対

して勾配ベクトル (1.11)を内積の形に作用させたものであり, rotA はベクトル積の形で作用させたもので
ある： ⎧⎪⎨

⎪⎩
divA = grad ·A =

∂Ai

∂xi
,

rotA = grad×A =
(
∂A3

∂x2
− ∂A2

∂x3
,
∂A1

∂x3
− ∂A3

∂x1
,
∂A2

∂x1
− ∂A1

∂x2

)
.

(1.14)

1.3 保存則

それぞれの保存量に対して保存則をある領域で適用することにより各支配方程式を導くことができる. そ
のような導出法をとる教科書もあるが, ここでは一般的な保存則の形を最初に示し, 個々の保存則はそれか
ら導くことにする.

1.3.1 一般的な保存則 (その 1)

基本的に物理の法則は, 単位質量あたりの場の量 f(x, t) の粒子を追いかけての時間微分, すなわちラグラ
ンジュ微分 D/Dt に対する保存で書かれる. ここで, 空間内である面 S に囲まれた体積を V (S) として,
この閉曲面内での保存則を考える. 連続体の密度を ρ, f の生成・消滅する量を ψ, 流入・流出する量 (フ
ラックス)を A として,

D

Dt

∫
V

fρdV =
∫

V

ψρdV +
∫

S

A · ndS, (1.15)

である. ここで, 体積 V の体積要素を dV , 面 S の面要素を dS, 外向き法線ベクトルを n とした. いま, 積
分領域はラグランジュ座標で固定した領域にとっている. つまり, 面 S は連続体とともに動く面であるので,
連続体自身の流出入に伴う保存量の流出入を考える必要がない. ガウスの発散定理を用いると, 式 (1.15)は,

D

Dt

∫
V

fρdV =
∫

V

ψρdV +
∫

V

divAdV, (1.16)

となる. ここで, div は発散の微分演算子 であり, ガウスの発散定理とは,∫
V

divAdV =
∫

S

A · ndS, (1.17)

というベクトル関係式である.

ここで, 積分変数もラグランジュ座標に変換する. 式 (1.16)の左辺は,

D

Dt

∫
V

fρdV =
D

Dt

∫
V

fρd3x =
D

Dt

∫
V

fρJd3X =
∫

V

D

Dt
(fρJ)d3X, (1.18)
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気象学 I 1.3 保存則 7

となる. ここで, J はヤコビ行列式,

J =
∣∣∣∣ ∂(xi)
∂(Xj)

∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

∂x1

∂X1

∂x1

∂X2

∂x1

∂X3
∂x2

∂X1

∂x2

∂X2

∂x2

∂X3
∂x3

∂X1

∂x3

∂X2

∂x3

∂X3

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
, (1.19)

である. また, 積分領域はラグランジュ座標で固定した領域だったので, 微分と積分の順序の入れ替えが可
能となっている. 同様に式 (1.16)の右辺の 2項も変換できるので, 結局,∫

V

D

Dt
(fρJ)d3X =

∫
V

ψρJd3X +
∫

V

divAJd3X, (1.20)

となる. ここで, 体積 V は任意にとれるので, 最終的に

D

Dt
(fρJ) = ψρJ + divAJ, (1.21)

を得る.

1.3.2 質量保存則

質量の保存則については, 式 (1.21) で f = 1 とすると得られる. 質量が生成・消滅することはないので
ψ = 0 である. また, 面 S はラグランジュ座標で固定しているので, 面 S を通しての質量の流出入はなく

A = 0 である. したがって,
D

Dt
(ρJ) = 0, (1.22)

となる. これは, ラグランジュ記述による連続体の質量保存則を表しており, ラグランジュの連続方程式と
呼ばれる.

ここで,
Dρ

Dt
J + ρ

DJ

Dt
= 0, (1.23)

とし, 両辺を J で割って, さらに次の関係式,

1
J

DJ

Dt
=

∂(u1, x2, x3)
∂(X1, X2, X3)
∂(x1, x2, x3)
∂(X1, X2, X3)

+

∂(x1, u2, x3)
∂(X1, X2, X3)
∂(x1, x2, x3)
∂(X1, X2, X3)

+

∂(x1, x2, u3)
∂(X1, X2, X3)
∂(x1, x2, x3)
∂(X1, X2, X3)

=
∂u1

∂x1
+
∂u2

∂x2
+
∂u3

∂x3
= divu, (1.24)

を使うと,
Dρ

Dt
+ ρdivu = 0, (1.25)

を得る. さらに, 式 (1.12)および次のベクトル関係式,

div(ρu) = ρdivu + u · gradρ, (1.26)

を使うと,
∂ρ

∂t
+ div(ρu) = 0, (1.27)

note/dyn-met/kiso-eq-fd/kiso-eq-fd.tex 平成 18 年 1 月 16 日 (余田 成男)



8 気象学 I 第 1章 流体力学の基礎方程式

を得る. 式 (1.25)または (1.27)は, オイラー記述による連続体の質量保存則を表しており, オイラーの連続
方程式と呼ばれる.

一般に, 式 (1.25)のような表現をラグランジュ形式, 式 (1.27)のような表現をフラックス形式という. ラ
グランジュ形式は, 物理量の時間変化をラグランジュ微分により表現するものであり, フラックス形式は,
物理量の時間変化を空間に固定した微小体積への流入・流出により表現するものである. 式 (1.27)の場合,
F ρ ≡ ρu を質量フラックス (ベクトル)として, その収束発散 divF ρ が単位体積あたりの質量の局所時間

変化をもたらすことを表している.

ここで, 圧縮率および熱膨張率がゼロの抽象化した流体, 非圧縮性流体を考えてみよう. 密度は運動によっ
て変化しないから,

Dρ

Dt
= 0,

であり, 非圧縮性流体の連続方程式は, (1.25)より次のように簡単化される：

divu = 0.

1.3.3 一般的な保存則 (その 2)

一般的な保存則に戻る. 前小節のラグランジュの連続方程式 (1.22)を使うと,

D

Dt
(fρJ) =

Df

Dt
ρJ + f

D(ρJ)
Dt

=
Df

Dt
ρJ, (1.28)

となるので, これを式 (1.21)に代入し, 両辺を J で割って,

ρ
Df

Dt
= ρψ + divA = ρψ +

∂Ai

∂xi
, (1.29)

となる. これが一般的な保存則の表式である. 記号の意味を再掲すると, f(x, t)：単位質量あたりの場の量,
ρ：連続体の密度, ψ：f の生成・消滅量, A：f のフラックス, である.

1.3.4 運動量保存則

一般的な保存則 (1.29)において f = u とおくと,

ρ
Du

Dt
= ρf +

∂σj

∂xj
, (1.30)

となる. この êi 成分は,

ρ
Dui

Dt
= ρfi +

∂σij

∂xj
, (1.31)

である. ここで fi は êi 方向の運動量の単位質量当たりの生成量, σij はその êj 方向の流出入量を表して

いる. これが連続体の運動方程式である. コーシーの第 1運動法則と呼ばれることもある. しかし, 圧力傾
度の項は右辺第 2項に埋まっており, まだ見慣れた流体の運動方程式にはなっていない. ところで, ニュー
トンの第 2法則によれば運動量の時間変化は加えられた力に等しいので, 上で見た運動量の生成とは単位質
量当たりの体積力であり, 運動量の流出入とは 面 S を通して周囲の連続体から加えられる面積力である.
つまり, σij は応力テンソルと呼ばれるものである.
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気象学 I 1.3 保存則 9

図 1.2: 応力の説明図 (巽, 1995 p.23より). (左) 面要素と応力, (右)応力の釣合い.

応力テンソル σij は, êj に垂直な面に働く応力の êi 方向の成分を表す (図 1.2参照). したがって, その対
角成分 σii は, êi に垂直な面に働く法線応力を表し, 非対角成分 σij(i �= j) は, êj に垂直な面に働く接線

応力を表す. 法線応力が正 (σii > 0)のとき, これは面を引っ張る方向に作用するので, 張力と呼ばれ, 一方,
負 (σii < 0)のときは, 面を圧する方向に作用するので, 圧力と呼ばれる.

運動方程式 (1.31)はまた, 連続方程式 (1.27) に uiをかけた方程式を加えて, ベクトル関係式 ρu · gradui +
uidiv(ρu) = div(uiρu) = ∂(ρuiuj)/∂xj を使うと,

∂(ρui)
∂t

+
∂(ρuiuj)
∂xj

= ρfi +
∂σij

∂xj
, (1.32)

と, フラックス形式に書ける.

運動方程式 (1.31)または (1.32)は, 連続方程式 (1.25)または (1.27)とともに, 連続体の力学の基礎方程式
を構成している. しかし, これらの方程式だけでは, 未知変数である密度 ρ, 速度 u, および応力テンソル
σij を決定するには不十分である. 方程式系を閉じるには, 応力テンソルを連続体の運動と関係づけること
が必要である.

1.3.5 角運動量保存則

ここで, 角運動量の保存則を考えることにより, 応力テンソル σij が対称テンソルであることを示すことに

する. 一般的な保存則 (1.29)において f = r × u とおくと,

ρ
D

Dt
(r × u) = ρN +

∂M l

∂xl
(1.33)

となる. ここで, N は単位体積当たりの角運動量の生成, M l は角運動量の流出入を表している.

いま, 体積力, 面積力に伴うトルク以外の内部トルクはないと仮定 (電磁流体の場合には, 場そのものと角運
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10 気象学 I 第 1章 流体力学の基礎方程式

動量をやりとりするためこの仮定は満たされない)すると, N = r × f , M l = r × σl となるので,

ρ
D

Dt
(r × u)︸ ︷︷ ︸
A

= ρr × f︸ ︷︷ ︸
B

+
∂

∂xl
(r × σl)︸ ︷︷ ︸

C

, (1.34)

となる. 右辺第 2項が r × ∂σl

∂xl
にならずこのようになるのは, 領域 V での保存則 (1.15)に戻って考えれ

ばよい. 対応する項は, ∫
S

(r × σl)êl · ndS,

と書け, これにガウスの発散定理を使うと,∫
V

∂

∂xl
(r × σl) d3x

となる. あとは一般的な保存則を導出したときと同様に, 積分変数をラグランジュ座標に変換し, 積分領域
の任意性から積分をはずして J で割れば,

∂

∂xl
(r × σl)

が面積力によるトルクとなることがわかる.

式 (1.34)の各項を次のように変形していく：

A = ρ

(
Dr

Dt
× u + r × Du

Dt

)
= ρr × Du

Dt
, (1.35)

B = r ×
(
ρ
Du

Dt
− ∂σl

∂xl

)
= ρr × Du

Dt
− εijkxj

∂σkl

∂xl
êi, (1.36)

C =
∂

∂xl
(εijkxjσklêi) = εijkδjlσklêi + εijkxj

∂σkl

∂xl
êi. (1.37)

ここで, δij はクロネッカーのデルタ, εijk は置換記号であり, それぞれ次のように定義される：

δij =

{
1 (i = j)
0 (i �= j)

εijk =

⎧⎪⎨
⎪⎩

1 (i, j, k) = (1, 2, 3), (2, 3, 1), (3, 1, 2)
−1 (i, j, k) = (3, 2, 1), (2, 1, 3), (1, 3, 2)

0 それ以外の時

(このような表記を使うと, 二つのベクトル A = Aj êj , B = Bkêk のベクトル積が, C = A × B =
AjBkêj × êk = AjBkεijkêi と書けるので, 上のような計算が簡便にできる.) これらを式 (1.34)に代入し
て整理すると,

εijkδjlσklêi = εijkσkj êi = 0, (1.38)

となり, 結局,
σij = σji, (1.39)

を得る. すなわち, 内部トルクがないときには応力テンソルが対称であることを示せたわけである. これを
コーシーの第 2運動法則と呼ぶことがある.
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気象学 I 1.3 保存則 11

1.3.6 エネルギー保存則

今度は, 全エネルギーの保存則を考える. 一般的な保存則 (1.29)において, 単位質量あたりの全エネルギー
は運動エネルギー 1

2uiui と内部エネルギー eの和である (電極場のエネルギーは含めない)ことを考慮して,

ρ
D

Dt

(
1
2
uiui + e

)
= ρP +

∂Jj

∂xj
, (1.40)

となる. ここで, P はエネルギーの生成, Jj はエネルギーの流出入を表している. エネルギーは, 力による
仕事, 加熱, および熱流により供給されるので, P = f · u +Q = fiui +Q, Jj = u · σj −Kj = uiσij −Kj

と書ける. すなわち, f · u は体積力による仕事, Q は加熱に関する項であり, u · σj は面積力による仕事,
Kj は熱流に関する項である. したがって,

ρ
D

Dt

(
1
2
uiui + e

)
= ρfiui + ρQ+

∂(uiσij)
∂xj

− ∂Kj

∂xj
, (1.41)

を得る. これが, 全エネルギー方程式である.

一方, 運動方程式 (1.31)に ui をかけて i でたしあわせると,

ρ
D

Dt

(
1
2
uiui

)
= ρfiui + ui

∂σij

∂xj
,

= ρfiui +
∂(uiσij)
∂xj

− σij
∂ui

∂xj
, (1.42)

を得る. これが運動エネルギー方程式であり, 右辺第 1,2項は全エネルギー方程式 (1.41)でみたとおりであ
る. 右辺第 3項は説明を要するが, あとでわかるように, 運動エネルギーから内部 (熱)エネルギーに変換さ
れる部分, および体積変化による仕事である.

結局, 全エネルギー方程式 (1.41)から運動エネルギー方程式 (1.42)を引いて, 次の内部エネルギー方程式を
得る：

ρ
De

Dt
= σij

∂ui

∂xj
− ∂Kj

∂xj
+ ρQ. (1.43)

1.3.7 連続体の基礎方程式系

結局, 質量保存則から導かれた連続方程式 (1.25), 運動量保存則から導かれた運動方程式 (1.30),エネルギー
保存則から導かれた内部エネルギー方程式 (1.43), および角運動量保存則から導かれたコーシーの第 2運動
法則 (つまり応力テンソルに対する制限) (1.39)が, 連続体に対する基礎方程式系となる. ここで, もう一度
これらをまとめて書いておく：

Dρ

Dt
+ ρdivu = 0, (1.44)

ρ
Du

Dt
= ρf +

∂σj

∂xj
, (1.45)

ρ
De

Dt
= σj · ∂u

∂xj
− divK + ρQ, (1.46)

σij = σji. (1.47)
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12 気象学 I 第 1章 流体力学の基礎方程式

1.4 ニュートン流体

前節で連続体の基礎方程式系を導出したが, 応力テンソル σij や熱流ベクトル K といった量はまだ未知の

パラメータである. これらの特性は, 一般に分子運動あるいは乱流混合に基づき議論される. この節ではこ
れらの量に条件を課し, 方程式を変形する. これにより連続体あるいは流体の性質を特定することになる.

1.4.1 熱流の等方性

まず, 熱流ベクトルに関して,

K = K(ρ, e,
∂e

∂xi
), (1.48)

と仮定し, ∂e/∂xi についてテイラー展開して, その 1 次の項までをとる：

Kj = Kj(ρ, e, 0) +Aij(ρ, e)
∂e

∂xi
. (1.49)

ここで, 温度勾配がない時は熱フラックスがないとして Ki(ρ, e, 0) = 0 とする. さらに, 熱流の等方性を仮
定すると,

Aij = −k(ρ, e)δij , (1.50)

でなければならないことが示される. 結局,

Kj = −k(ρ, e) ∂e
∂xj

, すなわち K = −k(ρ, e)grad e, (1.51)

となる. これは熱伝導法則で, k(ρ, e) が伝導率である.

1.4.2 ニュートン流体

応力テンソル σij についても同様に,

σij = σij(ρ, e,
∂uk

∂xl
), (1.52)

と仮定し, テイラー展開してやはり 1次の項までとると,

σij = Bij(ρ, e) + Cijkl(ρ, e)
∂uk

∂xl
, (1.53)

を得る. ここで, Bij と Cijkl はそれぞれ 2階と 4階の定数テンソルで, 静止状態における応力および運動
によって引き起こされる応力を表している. このように, σij が ∂uk/∂xl の 1 次の項までの展開で書ける
ような流体をニュートン流体と呼ぶ. (Lindzen(1990)では, ニュートン流体の定義は σij が ρ, e, ∂uk/∂xl

の関数で書けることとなっている. また, 巽 (1982, 1995)では, 応力テンソル σij が 歪み速度テンソル

(∂uk/∂xl + ∂ul/∂xk)/2 の 1次関数として表される流体をニュートン流体と呼んでいる.)

また, 等方な物質を仮定すると Bij と Cijkl が等方テンソルでなければならず,

Bij = −p(ρ, e)δij , (1.54)

Cijkl = λ(ρ, e)δijδkl + µ(ρ, e)(δikδjl + δjkδil) + ν(ρ, e)(δikδjl − δjkδil) (1.55)

と書ける. ここで, Cijkl の第 2項 (µのかかった項)と第 3項 (ν のかかった項)はそれぞれ i, jに関して対
称および半対称で分けている. 応力テンソルの対称性 (1.39)により, ν = 0 であることが要求される. これ
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気象学 I 1.4 ニュートン流体 13

は, 一般に線型等方弾性体に成り立つ関係である. λ と µ を実定数としたときこれらをラメの弾性定数と

いう.

結局, ニュートン流体の応力テンソルは,

σij = −pδij + λδijdivu + µ

(
∂ui

∂xj
+
∂uj

∂xi

)
, (1.56)

となる. ここで, p が流体の圧力である. λ と µ は流体の変形に対する抵抗すなわち粘性を表す定数で, µ
をずれ粘性率または単に粘性率といい, λ を第 2粘性率という. また, これら右辺の第 2項と第 3項を合わ
せて τij と表記し, 粘性応力テンソルという.

さらに流体の性質を限定する方法がいくつかある. まず, 粘性応力テンソルが全くない, すなわち λ = µ = 0
の場合には,

σij = −pδij , (1.57)

となる. つまり, 応力テンソルは圧力を成分とする対角テンソルとなり, いわゆる完全流体の表式となる.
完全流体を非粘性流体ともいう. この場合, 流体は境界面に対して接線応力を及ぼさないから, 逆に境界面
から流れに逆らう抵抗を受けることもない.

応力テンソル (1.56)の対角和をとれば,

σii = 3
{
−p+ (λ+

2
3
µ)divu

}
= 3(−p+ χdivu), (1.58)

となる. χ = λ + 2µ/3 は流体の体積変化に対する抵抗を表す定数である. これを体積粘性率という. ここ
で, 法線応力の平均が −p に等しい場合には,

χ = λ+
2
3
µ = 0, (1.59)

となる. これはストークスの関係と呼ばれ, 球形の分子の場合にはこの関係が導かれる.

また, 非圧縮流体の場合には, 連続方程式 (1.25)より divu = 0であるので,

σij = −pδij + µ

(
∂ui

∂xj
+
∂uj

∂xi

)
, (1.60)

となり, 第 2粘性率 λ は関与しなくなる.

1.4.3 ナビエ–ストークスの運動方程式

前小節の続きとして, 最後に, λ, µ が定数の場合を考える. 運動方程式 (1.31)の右辺第 2項は,

∂σij

∂xj
= − ∂p

∂xi
+ λ

∂

∂xi
(divu) + µ

(
∂2ui

∂xj∂xj
+

∂2uj

∂xi∂xj

)
,

= − ∂p

∂xi
+ (λ+ µ)

∂

∂xi
(divu) + µ∆ui, (1.61)

となる. 結局, ニュートン流体で粘性が等方的に働き, λ, µ が定数であると仮定すると, 運動方程式 (1.30)
は, 両辺を ρ で割って,

Du

Dt
= f − 1

ρ
gradp+

1
ρ
(λ + µ)grad(divu) +

µ

ρ
∆u, (1.62)
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14 気象学 I 第 1章 流体力学の基礎方程式

となる. これがよく見かける粘性流体の運動方程式で, ナビエ–ストークス方程式と呼ばれる. 右辺第 1項は
重力などの体積力, 第 2項が圧力傾度力, 第 3, 4項が粘性項である. 時には, 右辺第 3項をゼロ (divu = 0)
とし動粘性率 (新たに ν = µ/ρとする)を用いた場合の表式を, ナビエ–ストークス方程式と呼ぶこともあ
る. ここで, 粘性率 λ = µ = 0とおけば, 当然のことながら, 完全流体の運動方程式 (オイラー方程式)が得
られる.

1.5 ニュートン流体のエネルギー方程式と状態方程式

前節で得た運動方程式 (1.62)は, 連続方程式 (1.25)または (1.27)とともに, 流体の運動を支配する流体の
基礎方程式を構成するが, これらの方程式だけでは閉じていない. これらが 1個のベクトル方程式と 1個の
スカラー方程式であるのに対して, 未知変数は 1個のベクトル u と 2個のスカラー ρ, p であるからであ
る. 流体の運動を決定するには, 密度や圧力などの熱力学的変数を支配する物理法則が必要となる.

このためにエネルギー保存則を用いるのが最も一般的であるが, すでに見たように, 内部エネルギー方程式
(1.43)は内部エネルギー e を新たな変数として含んでいる. 基礎方程式系を閉じさせるためには, これら
の変数を支配するさらに新たな関係式が必要となる. そこで, 流体の熱力学的平衡を仮定するのが普通であ
る. 熱力学的変数を支配する何らかの状態方程式を用いることになる.

1.5.1 ニュートン流体のエネルギー方程式

内部エネルギー方程式 (1.43)の右辺第 1項は, 応力テンソルを含む項であった. この項は, ニュートン流体
の場合には式 (1.56)を用いて,

σij
∂ui

∂xj
= −p∂ui

∂xi
+ τij

∂ui

∂xj
= −pdivu + Φ, (1.63)

と書ける. ここで, Φ ≡ τij
∂ui

∂xj
であり, 粘性により運動エネルギーから熱エネルギーに変換される部分を

表している. Φ > 0 のための必要十分条件は, µ > 0, λ+ 2
3µ > 0 であることが示される.

結局, ニュートン流体の内部エネルギー方程式は,

ρ
De

Dt
+ pdivu = div(kgrade) + ρQ+ Φ, (1.64)

となる. これは運動する流体粒子に適用した熱力学の第 1法則にほかならない. すなわち, (内部エネルギー
の時間変化) ＋ (流体による仕事率) ＝ (熱拡散) ＋ (加熱率) ＋ (粘性による変換率) である. 左辺第 2項は
熱エネルギーと運動エネルギーのマクロな変換項であり, 右辺第 3項はミクロな変換項である.

ところで, 内部エネルギー e はふつう温度 T の形で測定される. 常温では e と T の間には比例関係があ

り, 定積比熱を cv として e = cvT と書ける. これを使って式 (1.64)を書きなおすと,

ρcv
DT

Dt
+ pdivu = div(k′gradT ) + ρQ+ Φ, (1.65)

となる. ただし, k′ = cvk である.

これまで, 熱力学的状態変数として内部エネルギー e や温度 T を用いてきたが, 式 (1.64), (1.65)で, これ
らはラグランジュ的な保存量となっていない. すなわち, 右辺を 0としても, De/Dt = 0, DT/Dt = 0 とな
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気象学 I 1.5 ニュートン流体のエネルギー方程式と状態方程式 15

らない. ここで, 熱力学的変数としてエントロピーを用いると, 内部エネルギー方程式はラグランジュ的保
存形で書ける. 熱力学の第 1法則はエントロピー s を用いて,

Tds = de+ pd(
1
ρ
) = cvdT − p

ρ2
dρ, (1.66)

と変形できるので, 内部エネルギー方程式 (1.65)の左辺は次のように変形できる：

ρcv
DT

Dt
+ pdivu = ρcv

DT

Dt
− p

ρ

Dρ

Dt
= ρT

Ds

Dt
. (1.67)

ここで, 連続方程式 (1.25)を用いている. 結局, 内部エネルギー方程式は, 次のエントロピー s のラグラン

ジュ的保存をあらわす形に変形できる：

Ds

Dt
=

1
ρT
{div(k′gradT ) + ρQ+ Φ} . (1.68)

ここで, 適当な状態方程式を用いると T = T (ρ, s) と書くことができるので, エントロピー s に対する内部

エネルギー方程式が得られたことになる.

1.5.2 状態方程式

最後に, ρ, e(= cvT ) の関数である p について考える. 熱力学によれば, 平衡状態をあらわす独立な状態変
数は 2つであることが知られている. したがって,熱力学的圧力 p, 内部エネルギー T , 密度 ρ の 3つの物
理量は独立ではなく, それらを結び付ける方程式,

f(p, ρ, T ) = 0, (1.69)

が存在する. これが状態方程式で, 流体の性質に合わせて選択されるべき方程式である. ここで, 熱力学的
圧力とこれまでに定義した流体の圧力が一致することは自明ではないが, 通常の範囲内では一致する (巽,
1982, p.42-43).

ここで, いくつかの流体について, 状態方程式の具体的な形をあげておく：

理想気体 ： p = ρRT, (1.70)

ブシネスク流体 ： ρ = ρ0(1 − α(T − T0)), (1.71)

非圧縮性流体 ： dρ = 0. (1.72)

R は理想気体の気体定数である. ブシネスク流体とは, ほとんど非圧縮な流体であるが, 浮力項でのみ密度
変化を考慮する仮想的な流体である. 密度は温度の線型関数であるとし, 体積膨張率を α とする.

1.5.3 エントロピーと温位

エントロピー s のラグランジュ的保存則 (1.68)は, k =一定 (= κ), Φ = 0 の場合,

Ds

Dt
=

1
T

(κcv∆T +Q), (1.73)

と書ける. ここで, 大気を念頭において理想気体を考えることにする. 式 (1.67)と状態方程式 (1.70)より,

Ds

Dt
=

cv
T

DT

Dt
− R

ρ

Dρ

Dt
=
cv
T

DT

Dt
− R

ρ

(
1
RT

Dp

Dt
− ρ

T

DT

Dt

)

=
cv +R

T

DT

Dt
− R

p

Dp

Dt
= cp

D lnT
Dt

−RD ln p
Dt

, (1.74)
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16 気象学 I 第 1章 流体力学の基礎方程式

と書ける. ただし, cp = cv +R は定圧比熱である.

ここで, 圧力 p, 温度 T の気塊を, 断熱的 (Ds/Dt = 0)に標準気圧 psのもとに置くことを考えて, そのとき
の温度 θを温位 (あるいは,ポテンシャル温度)という. すなわち, cp lnT −R ln p = cp ln θ −R ln ps より,
温位は

θ = T

(
ps

p

) R
cp

, (1.75)

で与えられる.

ds = cpd(ln θ) より, エネルギー方程式 (1.73)は温位を用いて次のように書ける：

D ln θ
Dt

=
1
cpT

(κcv∆T +Q). (1.76)

定義より当然のことであるが, エントロピーと同様に温位 θもラグランジュ的な保存量である.

1.6 流体力学の基礎方程式系 (まとめ)

ニュートン流体の運動を支配する基礎方程式系は次である：

• 連続方程式： 式 (1.25)
Dρ

Dt
+ ρdivu = 0, (1.77)

• 運動方程式 (ナビエ–ストークス方程式)： 式 (1.62)

Du

Dt
= f − 1

ρ
gradp+

1
ρ
(λ+ µ)grad(divu) +

µ

ρ
∆u, (1.78)

• 内部エネルギー方程式： 式 (1.68)

Ds

Dt
=

1
ρT
{div(k′gradT ) + ρQ+ Φ} , (1.79)

• 状態方程式： 式 (1.69)
f(p, ρ, T ) = 0, (および, T = T (ρ, s)). (1.80)

ここで, 未知変数は, 速度 u, 圧力 p, 密度 ρ, エントロピー s(および温度 T )である.

これらは, ラグランジュ形式の表現であるが, 連続方程式を用いてフラックス形式に変換することも可能で
ある.

1.7 流れの場と境界条件

1.7.1 座標系と境界条件・初期条件

一般に, 具体的に考える流れの場に応じて, それに適した座標系を用いる. 直交直線座標または直交曲線座
標を使うのが普通である. 後者には, 平面極座標, 円柱座標, 球座標などがある. 直交曲線座標では, 勾配
grad, 発散 div, 回転 rot,ラプラシアン∆, などの微分演算子の表現に注意がいる (第 1.7.2節参照).
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気象学 I 1.7 流れの場と境界条件 17

流体の運動が基礎方程式の解として決定されるためには, 流体領域の境界面において適当な境界条件が指
定されなければならない. 具体的な境界としては, 固体境界面や, ある長さ毎の周期性を仮定した周期境界,
また, 無限遠方などを考えることが多い.

非定常な場合には, 時間軸上での境界条件, 初期条件もあわせて指定されなければならない. 基礎方程式は
時間に関して 1階微分を含むだけであるから, 初期条件としては, ある時刻での流れの場を表すのに必要な
諸物理量を空間座標 rの関数として与えればよい.

1.7.2 直交曲線座標の諸公式

(1) 円柱座標：(r, ϕ, z)

∇ = er
∂

∂r
+ eϕ

1
r

∂

∂ϕ
+ ez

∂

∂z
, (1.81)

gradΦ = er
∂Φ
∂r

+ eϕ
1
r

∂Φ
∂ϕ

+ ez
∂Φ
∂z

, (1.82)

divA =
1
r

∂

∂r
(rAr) +

1
r

∂Aϕ

∂ϕ
+
∂Az

∂z
, (1.83)

rotA = er

(
1
r

∂Az

∂ϕ
− ∂Aϕ

∂z

)
+ eϕ

(
∂Ar

∂z
− ∂Az

∂r

)
+ ez

{
1
r

∂

∂r
(rAϕ)− 1

r

∂Ar

∂ϕ

}
, (1.84)

∆Φ =
1
r

∂

∂r

(
r
∂Φ
∂r

)
+

1
r2
∂2Φ
∂ϕ2

+
∂2Φ
∂z2

, (1.85)

∆A = grad divA− rot rotA

= er

(
∆Ar − Ar

r2
− 2
r2
∂Aϕ

∂ϕ

)
+ eϕ

(
∆Aϕ − Aϕ

r2
+

2
r2
∂Ar

∂ϕ

)
+ ez∆Az . (1.86)

ナビエ-ストークス方程式：

∂ur

∂t
+ (u · ∇)ur −

u2
ϕ

r
= −1

ρ

∂p

∂r
+ ν(∆u)r +Kr, (1.87)

∂uϕ

∂t
+ (u · ∇)uϕ +

uruϕ

r
= − 1

ρr

∂p

∂ϕ
+ ν(∆u)ϕ +Kϕ, (1.88)

∂uz

∂t
+ (u · ∇)uz = −1

ρ

∂p

∂z
+ ν(∆u)z +Kz. (1.89)

(2) 球座標 (緯度経度座標)：(λ, φ, r)

∇ = eλ
1

r cosφ
∂

∂λ
+ eφ

1
r

∂

∂φ
+ er

∂

∂r
, (1.90)

gradΦ = eλ
1

r cosφ
∂Φ
∂λ

+ eφ
1
r

∂Φ
∂φ

+ er
∂Φ
∂r

, (1.91)

divA =
1

r cosφ
∂Aλ

∂λ
+

1
r cosφ

∂

∂φ
(cosφAφ) +

1
r2

∂

∂r
(r2Ar), (1.92)

rotA = eλ
1
r

{
∂Ar

∂φ
− ∂

∂r
(rAφ)

}
+ eφ

1
r

{
∂

∂r
(rAλ)− 1

cosφ
∂Ar

∂λ

}

+er
1

r cosφ

{
∂Aφ

∂λ
− ∂

∂φ
(cosφAλ)

}
, (1.93)
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18 気象学 I 第 1章 流体力学の基礎方程式

∆Φ =
1

r2 cos2 φ
∂2Φ
∂λ2

+
1

r2 cosφ
∂

∂φ

(
cosφ

∂Φ
∂φ

)
+

1
r2

∂

∂r

(
r2
∂Φ
∂r

)
, (1.94)

∆A = eλ

(
∆Aλ − Aλ

r2 cos2 φ
− 2 sinφ
r2 cos2 φ

∂Aφ

∂λ
+

2
r2 cosφ

∂Ar

∂λ

)

+ eφ

(
∆Aφ − Aφ

r2 cos2 φ
+

2 sinφ
r2 cos2 φ

∂Aλ

∂λ
+

2
r2
∂Ar

∂φ

)

+ er

(
∆Ar − 2Ar

r2
− 2
r2 cosφ

∂Aλ

∂λ
− 2
r2 cosφ

∂ cosφAφ

∂φ

)
. (1.95)

ナビエ-ストークス方程式：

∂uλ

∂t
+ (u · ∇)uλ − uλuφ tanφ

r
+
uλur

r
= − 1

ρr cosφ
∂p

∂λ
+ ν(∆u)λ +Kλ, (1.96)

∂uφ

∂t
+ (u · ∇)uφ +

u2
λ tanφ
r

+
uφur

r
= − 1

ρr

∂p

∂φ
+ ν(∆u)φ +Kφ, (1.97)

∂ur

∂t
+ (u · ∇)ur −

u2
λ + u2

φ

r
= −1

ρ

∂p

∂r
+ ν(∆u)r +Kr. (1.98)
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第2章 気象力学の基礎方程式

惑星大気の運動を念頭に置いて, 回転球面上で重力場のなかに置かれた流体の運動を考える. 地球流体力学
に共通するが, 系が回転していることと重力場のなかの流体運動であることが, 一般の流体力学と比べて気
象力学の特徴となっている.

まず, 回転する直交直線座標系で質点の運動を記述する方程式を導出して, コリオリ力や遠心力を定義する.
次に, 回転球面上での運動方程式を考える. 伝統的な近似により, 球面上の浅い流体の運動方程式を導出し,
さらに大規模な大気運動を念頭においたスケール解析により, プリミティブ方程式系, 準地衡方程式系を導
出する.

2.1 回転する直交直線座標系での運動方程式

2.1.1 回転直交直線座標系での質点の運動

静止している直交直線座標系 (x1, x2, x3) とそれに対して一定の角速度 Ω で回転する直交直線座標系

(x′1, x
′
2, x

′
3) を考える. xi 方向の単位ベクトルを êi とし, x′i 方向の単位ベクトルを ê′

i とする. 後者は Ω

で回転しているので,
d

dt
ê′

i = Ω× ê′
i, (2.1)

である.

回転座標系では基底ベクトルが時々刻々向きを変えているので, この時間依存する座標系への座標変換で
は, 時間微分を含む項をちゃんと考えておく必要がある. すなわち, 速度や加速度の項である. 質点の位置
ベクトルを x として, 両座標系で表示すると,

x = xiêi = x′iê
′
i, (2.2)

である. 速度 u は x の時間微分であるから,

u =
d

dt
x =

dxi

dt
êi,

=
dx′i
dt

ê′
i + x′i

dê′
i

dt
,

=
dx′i
dt

ê′
i + x′iΩ× ê′

i,

= u′ + Ω× x′, (2.3)

となる. ここで, u′ = u′iê
′
i =

dx′i
dt

ê′
i は, 回転系から見た速度, 相対速度である.
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加速度は速度をさらに時間微分したものなので,

a =
d

dt
u =

d2xi

dt2
êi,

=
d2x′i
dt2

ê′
i + 2

dx′i
dt

dê′
i

dt
+ x′i

d2̂e′
i

dt2
,

=
d2x′i
dt2

ê′
i + 2

dx′i
dt

Ω× ê′
i + x′iΩ×Ω× ê′

i,

= a′ + 2Ω× u′ + Ω×Ω× x′, (2.4)

となる. ここで, a′ = a′iê
′
i =

d2x′i
dt2

ê′
i は, 回転系から見た加速度, 相対加速度である.

単位質量に働く外力を f として, それぞれの座標系での運動方程式は,

du

dt
= f , (2.5)

du′

dt
= f ′ − 2Ω× u′ −Ω×Ω× x′, (2.6)

となる. 回転座標系は非慣性系であり, この系で運動量保存則を表すには (2.6)式の右辺の第 2項と第 3項
が必要である. 第 2項はコリオリ力と呼ばれ, 第 3項は遠心力と呼ばれる. これらは静止座標系 (慣性系)か
ら回転座標系 (非慣性系)に変換することにより現れる項であり, みかけの力と呼ばれる. コリオリ力は相
対速度の大きさ |u′| に比例し, 相対速度と直交する. 遠心力は回転軸からの距離 |x′| に比例し, x′ の向き
である.

これらの力を回転軸に直交する平面内での運動に対して具体的に考えてみよう. Ω = (0, 0,Ω), x′ = (x′, y′, 0),
u′ = (u′, v′, 0) で, Ω > 0(反時計回り)とする. 地球のイメージでは北極点での接平面である. コリオリ力
は −2Ω× u′ であり, 運動方向 u′ に対して 90度右向きに働く. 一方, 南極点のイメージで Ω < 0(時計回
り)の回転とすると, コリオリ力は相対速度に対して 90度左向きに働く. 遠心力は −Ω×Ω × x′ であり,
つねに回転軸から外向きに働く.

回転座標系では運動量保存の式に 2つのみかけの力が加わったのだから, この系でエネルギー保存や角運動
量保存を考えるといくつかの付加項が出てくる. 運動方程式 (2.6)の両辺で u′ との内積をとると, 運動エ
ネルギー方程式が得られる：

d

dt

|u′|2
2

= f ′ · u′ − (Ω×Ω× x′) · u′. (2.7)

ここで, コリオリ力の項が落ちたのは, コリオリ力が相対速度と直交しているからである. 右辺第 2項はポ
テンシャルエネルギーとの変換項と類似した形で, 回転軸に向かう運動か外向きの運動かで符号がかわる.
また, x′×(2.6)として角運動量の式を求めると,

d

dt
(x′ × u′) = x′ × du′

dt
= x′ × f ′ − 2x′ ×Ω× u′, (2.8)

となる. ここで, 遠心力の項が落ちたのは, 遠心力はつねに回転軸から外向きだからである. 一般に, 非慣性
系ではこれらの保存則が慣性系と同じでないことに留意しておこう.

2.1.2 回転直交座標系での流体の運動方程式

回転直交座標系での加速度は (2.4)式で表わされるので, そのような系でのナビエ–ストークス方程式は, 系
の回転によるコリオリ力と遠心力の項を加えて,

Du

Dt
+ 2Ω× u + Ω×Ω× x = f − 1

ρ
gradp+ ν∆u, (2.9)
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となる. ただし, 粘性項では divu = 0 を仮定し, 動粘性率を新たに ν ≡ µ/ρ として導入している. また,
x′, u′ の ′ は省略した. 回転系では, 慣性系での運動法則にこれらの 2項を加えると同じ運動法則が記述
できるわけである. わざわざ余分な項を加えて運動を考える理由は, ひとえに, 我々は地球という回転系に
のって大気や海洋の流れ, つまり “相対速度”を観察するからである. 地球の回転の時間スケールに対して
十分に短時間で終るような現象であれば, 慣性系 (静止座標系)での記述で良いが, より長い時間スケール
(たとえば, 数日)にわたる大気や海洋の流れを慣性系で記述することを想像してみると, その困難さ, 見通
しの悪さが容易にわかるであろう.

次節でみるように, 地球の自転による遠心力項はジオポテンシャルに含めてしまうのが普通である (伝統的
な近似のもとでは, この項は運動方程式の鉛直成分に重力加速度として陰に残るのみである). また, 回転台
を用いた室内実験でも, 地球流体に関する実験では遠心力が重要でない状況を設定するのが普通である. 例
えば, 直径が 40 cmの円筒容器に水を入れて 2秒で 1回転 (30 rpm; revolutions per minute)させると, 水
面は回転放物面となるが, その高低差はたかだか 2 cm程度である. 遠心分離機のようにビュンビュン回せ
ば当然重力よりも遠心力が支配的となるが, そのような実験を地球流体を念頭に置いた実験として行なう
ことはない (たぶん).

2.2 回転球面上での運動方程式

2.2.1 回転座標系

惑星大気の運動を念頭に置いて, 回転球面上で重力場のなかに置かれた流体の運動方程式を導出しておく
(詳細は, 小倉, 1978; 栗原, 1979; Holton, 1992 などを参照のこと).

静止した球座標系 (λ, φ, r, t)でのナビエ–ストークス方程式 (1.96), (1.97), (1.98)に対して,両極 (φ = ±90◦)
を回転軸が通り一定角速度 Ωで回転する座標系 (λ′, φ′, r′, t′)でのナビエ–ストークス方程式は, λ′ = λ −
Ωt, φ′ = φ, r′ = r, t′ = tという変換を行なえば得られる. 静止系での速度を (u, v, w) ≡ (uλ, uφ, ur),回転系で
の速度を (u′, v′, w′) ≡ (r′ cosφ′Dλ′/Dt′, r′Dφ′/Dt′, Dr′/Dt′) とすると, u′ = u− rΩ cosφ, v′ = v, w′ = w

となる. ∂/∂t = ∂/∂t′ − Ω∂/∂λ′ であることに注意して, 回転座標系での運動方程式を求めると次になる：

D̃u

Dt
− uv tanφ

r
+
uw

r
− 2Ωv sinφ+ 2Ωw cosφ = − 1

ρr cosφ
∂p

∂λ
+ ν(∆u)λ, (2.10)

D̃v

Dt
+
u2 tanφ

r
+
vw

r
+ 2Ωu sinφ+ rΩ2 cosφ sinφ = − 1

ρr

∂p

∂φ
+ ν(∆u)φ, (2.11)

D̃w

Dt
− u2 + v2

r
− 2Ωu cosφ− rΩ2 cos2 φ = −ga − 1

ρ

∂p

∂r
+ ν(∆u)r, (2.12)

ここで, ′ は省略した. また, 体積力としては惑星の引力だけ考えている (K = −gar/r). さらに, 微分記号
D̃/Dt は次である：

D̃

Dt
=

∂

∂t
+

u

r cosφ
∂

∂λ
+
v

r

∂

∂φ
+ w

∂

∂r
. (2.13)

運動方程式 (2.10), (2.11), (2.12)の左辺で分母が rの各項は球面座標系特有の項でメトリック項と呼ばれ

る. 回転系は非慣性系であるから, みかけの力としてコリオリ力 (左辺で Ω の 1次の項)と遠心力 (左辺で
Ω の 2次の項)が現れている.

回転座標系での運動方程式 (2.10), (2.11), (2.12)をベクトルの形で書くと, Ω = (0,Ω cosφ,Ω sinφ)T と
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22 気象学 I 第 2章 気象力学の基礎方程式

して,
Du

Dt
+ 2Ω× u = −gradΦ− 1

ρ
gradp+ ν∆u, (2.14)

となる. ただし, ジオポテンシャル Φ は Φ = gar − r2Ω2 cos2 φ/2であり, 回転による遠心力の効果がここ
に含まれている. また, 2Ω× u がコリオリ力である. メトリック項は Du/Dt のなかに含まれている. こ
こで, メトリックのベクトルM = (−φ̇, λ̇ cosφ, λ̇ sinφ)T = (−v/r, u/r, u tanφ/r)T を導入すると, ベクト
ル表式 (2.14)は D̃/Dt を使って,

D̃u

Dt
+ (M + 2Ω)× u = −gradΦ− 1

ρ
gradp+ ν∆u, (2.15)

とも書ける (鍵本, 1998).

2.2.2 伝統的な近似

ジオポテンシャル Φには遠心力の効果が含まれており, ジオイド (等ジオポテンシャル面)は回転楕円体で
あるが, 気象学の分野では伝統的に, この遠心力が引力に比べて十分に小さいとして, 地球半径が aの球面近

似を行なってきた. また, 同時に, 独立変数 rの代わりに “地表面”からの高さ z ≡ r−a を用い, 大気層の厚
さが aに比べて十分小さい (|z| � a)という仮定を置いてきた. これらの近似のもとで, 運動方程式 (2.10),
(2.11), (2.12)は次のように書くことが多い. 例えば, Holton(1979, 1992; (2.19)-(2.21)式), Lindzen(1990;
(6.18)-(6.20)式)：

D̄u

Dt
− uv tanφ

a
+
uw

a
− 2Ωv sinφ+ 2Ωw cosφ = − 1

ρa cosφ
∂p

∂λ
+ ν(∆u)λ, (2.16)

D̄v

Dt
+
u2 tanφ

a
+
vw

a
+ 2Ωu sinφ = − 1

ρa

∂p

∂φ
+ ν(∆u)φ, (2.17)

D̄w

Dt
− u2 + v2

a
− 2Ωu cosφ = −g − 1

ρ

∂p

∂z
+ ν(∆u)z , (2.18)

ここで, g は重力加速度であり, 運動方程式の鉛直成分のみにジオポテンシャル項が残っている. D̄/Dtも
次のようになる：

D̄

Dt
=

∂

∂t
+

u

a cosφ
∂

∂λ
+
v

a

∂

∂φ
+ w

∂

∂z
. (2.19)

ここで注意すべきは, この近似ではエネルギーの保存則は成り立つが, 角運動量の保存則が破れていること
である. もともと成り立っていた角運動量保存則を新たな近似系でも成り立たせるためには, (2.16)∼(2.18)
でさらに, uw/a, vw/a, (u2 + v2)/a, 2Ωw cosφ, 2Ωu cosφ, の各項を落す必要がある. 帯状平均全角運動量
M ≡ Ωa2 cos2 φ+ ua cosφ (u は帯状平均東西流)の時間変化に対する式をつくり吟味すれば良い.

他の惑星大気で自転角速度が大きな場合や大気層が厚い場合には, このような伝統的な近似が必ずしも妥
当ではないので, もとの運動方程式 (2.10), (2.11), (2.12)に戻って考える必要がある. 地球内部や太陽内部
などの流体を扱うときにも同様の注意が必要である.
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2.3 スケール解析

2.3.1 力学的近似モデル

ここで考えるいろいろな流体は, あくまで一つの物理的性質を備えた力学的モデルであって, 現実の物質に
一対一に対応するものではない (巽, 1982; p.48). たとえば, 空気や水は, 音速のオーダーの特徴的速度をも
つ現象に対しては圧縮性が重要であり, 圧縮性流体として取り扱わなければならないが, 音速よりも十分に
遅い現象に対しては, 非圧縮性流体としても問題ない. 単純に空気は圧縮性流体で水は非圧縮性流体と思っ
てはいけない.

流体運動の解析には, 流体現象に最も影響ある物理的性質だけを取り出して考慮し, その他の諸性質は思い
切って捨象することが肝要である (巽, 1982; p.49). 現象に関係する可能性のある諸性質を取り入れていた
ずらに厳密な取り扱いをしようとすると, 多くの場合, 解析が困難になり結果は複雑となって, 何の結論も
得られないことになる. むしろ, かなり思い切った近似を行ない, あるいは単純化を導入するところに理論
の真価がある.

2.3.2 スケール解析

ある現象に対して適当な近似方程式系を求めようとするとき, 一般に次のような手続きをとる.

1. 現象の観測：
(i)物理量の大きさ (A), (ii)物理量の変動の大きさ (δA), (iii)時間・空間スケール (T, L,H)

2. 基礎方程式の各項の大きさの見積り

3. 小さな項を省略して方程式を簡略化

このような手続きをスケール解析という. つまり, スケール解析は解 (現象)を既に知っていることを前提
としている (Lindzen, 1990; p.97). それでは, 遠く離れた惑星の大気のように, 現象が完全に観測できない
場合にはどうすればよいか? 理論的研究の場合, 観測できない物理量の大きさをパラメータとして残し, 考
えられる範囲でその値を変化させてシラミ潰しに調べていくしかない. また, 数値モデルを作る場合には,
なるべく近似をしないものを用いることになるであろう.

2.3.3 静力学的平衡の近似

スケール解析の実例として, まず運動方程式の鉛直成分 (2.18)を取り上げる. 中緯度地帯の天気図に見られ
る移動性高・低気圧などの総観規模現象を具体的な現象として考えると, その特徴的なスケールは次で与え
られる：
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24 気象学 I 第 2章 気象力学の基礎方程式

水平流速： U ∼ 10ms−1, δU ∼ 10ms−1

鉛直流速： W ∼ 0, δW ∼ 10−2ms−1 ：直接観測はあまりない

地上気圧： Ps ∼ 105Pa = 105kgm−1s−2

地上密度： ρs = 1.23kgm−3 ∼ 1kgm−3

重力加速度： g = 9.8ms−2 ∼ 10ms−2

水平規模： L ∼ 106m
鉛直規模： H ∼ 104m ：対流圏の厚さ

時間規模： T ∼ 105s ：水平移流の時間規模 (∼ L/U)
地球半径： a = 6.37× 106m ∼ 107m
地球回転： f̃ = 2Ω cosφ ∼ 10−4s−1

分子粘性： ν ∼ 10−5m2s−1

これらの値をもとに式 (2.18)の各項の大きさを見積もると, 次のようになる：

D̄w

Dt
− u2 + v2

a
− 2Ωu cosφ = − g − 1

ρ

∂p

∂z
+ ν(∆u)z

δW

T
,
UδW

L

U2

a
f̃U g

Ps

ρsH

νδW

L2
,
νδW

H2

10−7 10−5 10−3 10 10 10−19, 10−15 [ms−2]

したがって, 気圧傾度力と重力の項が圧倒的に大きく, 式 (2.18)は次のように近似できる：

∂p

∂z
= −ρg. (2.20)

この関係を静力学的平衡と呼ぶ. 運動がなければ (u = 0), 式 (2.20)が完全に成り立つ. 総観規模現象で
は, これらの項が他の項に比べて 104 以上大きく, 静力学的平衡が十分に良い近似で成り立っている. ま
た, より小規模の現象でも静力学的平衡の近似が妥当である. 例えば, 積乱雲が発達する状況では, T ∼ 1h,
δW ∼ 30ms−1 であり, dw/dt ∼ 10−2ms−2 となる. この値は総観規模現象での見積りよりも 5桁も大きい
が, 式 (2.20) の 2項に比べると 3桁小さな値である.

2.4 プリミティブ方程式系

2.4.1 静力学的平衡

前節では, 気圧傾度力と重力がつりあう静力学的平衡の式 (2.20) が, 中緯度の総観規模現象に対するスケー
ル解析の結果として得られたが, 伝統的な近似のもとで水平に一様で静止した流体を考えると, 厳密に静力
学的平衡が成り立っている. すなわち, ⎧⎪⎨

⎪⎩
u = 0,

p = p(z),
ρ = ρ(z),

(2.21)

は, 基礎方程式系 (2.16)∼(2.18)を満たしており, 運動方程式の鉛直成分 (2.18)は次になる：

dp

dz
= −ρg. (2.22)

平成 18 年 1 月 16 日 (余田 成男) note/dyn-met/kiso-eq-gfd/kiso-eq-gfd.tex



気象学 I 2.4 プリミティブ方程式系 25

式 (2.22)をある高さ z から大気の上端 (無限遠方)まで積分すると,

p(z) =
∫ ∞

z

ρgdz, (2.23)

となり, ある高さでの気圧は, それより上にある単位面積あたりの大気の重さに等しい. また, 等温理想気
体 (p = ρRT00)の場合には, 式 (2.22)は,

dp

dz
= − pg

RT00
, (2.24)

となる. こんどは, gは一定として z = 0からある高度 z まで積分すると, そこでの気圧が次で与えられる：

p(z) = p(0)e−gz/RT00 = p(0)e−z/H . (2.25)

等温理想気体の場合, 気圧は高さとともに指数関数的に減少する. ここで, 気圧や密度が 1/eになる高度
H ≡ RT00/gをスケールハイトと呼ぶ. 1/e2 � 0.135なので, およそ 2×スケールハイトで, 気圧・密度が一
桁小さくなる. R = 287JK−1kg−1であるから, T00 = 210KではH = 6.2km, T00 = 290KではH = 8.5km
である.

2.4.2 プリミティブ方程式系

伝統的な近似をした方程式系をもとに, さらに運動方程式の鉛直成分を静力学的平衡で近似した系をプリミ
ティブ方程式系という. 何故 primitive (根本の, 原始の)というかは, 数値天気予報の発展の歴史と関係が
ある (小倉, 1978; p.109)： 1950年頃に数値天気予報が始まったとき, 当時の計算機環境でもそれを可能に
したのは準地衡方程式系という近似方程式系 (次節参照)が導出されたからである. 準地衡方程式系では静
力学的平衡に加えてさらに流れがほぼ地衡流的であるという仮定を課すが, プリミティブ方程式系では静力
学的平衡を仮定するだけなので, より “根本的な”方程式系という意味でこのように呼ばれるようになった.

伝統的な近似をした運動方程式 (2.16)∼(2.18)で鉛直成分を静力学的平衡 (2.20)で置き換えるとき, 同時に
水平成分の (2.16)式でも 2Ωw cosφ の項を省く必要がある. エネルギー的に一貫性を持たせるためである.
すなわち, 運動エネルギーを (u2 + v2)/2で近似して, その時間変化を与える式が伝統的な近似系での運動
エネルギーの式に対応するためには, この項も省かなければならない. もともと鉛直成分の−2Ωu cosφ の
項と対応してエネルギー成分間の交換を表していたので, 片方を省くともう一方も省くことが必要なわけ
である. 同様に, 鉛直成分の式で (u2 + v2)/aを省くのと一貫するために, 水平成分の uw/aと vw/aも省

略しなければならない. 結局, 静力学的平衡の近似をした運動方程式は次になる：

D̄u

Dt
− uv tanφ

a
− 2Ωv sinφ = − 1

ρa cosφ
∂p

∂λ
+ ν(∆u)λ, (2.26)

D̄v

Dt
+
u2 tanφ

a
+ 2Ωu sinφ = − 1

ρa

∂p

∂φ
+ ν(∆u)φ, (2.27)

0 = −g − 1
ρ

∂p

∂z
. (2.28)

鉛直速度 wを予報する式がなくなり, 熱力学的状態量である pと ρの関係式が一つ増えたことになる.

栗原 (1979)のラグランジュの方程式を用いた運動方程式の導出に従えば, この辺の一貫性に関する手続
きをきれいな形で行なうことができる. すなわち, 回転座標系での運動方程式 (2.10), (2.11), (2.12)は,
質点の運動エネルギーを T = [{r cosφ(λ̇ + Ω)}2 + (rφ̇)2 + ṙ2]/2として系統的に導出されたが, これを
TPE = [{a cosφ(λ̇ + Ω)}2 + (aφ̇)2]/2と置き直すだけで, 一貫性をもつ近似方程式系 (2.26), (2.27)を系統
的に導出することができる.
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同様に伝統的な近似をした球面上の連続方程式とエネルギー方程式は,

D̄ρ

Dt
+ ρ

{
1

a cosφ
∂u

∂λ
+

1
a cosφ

∂

∂φ
(v cosφ) +

∂w

∂z

}
= 0, (2.29)

D̄

Dt
ln θ =

Q

cpT
, (2.30)

と書ける. ただし, エネルギー方程式で熱拡散の項は省略している.

方程式 (2.26), (2.27), (2.28), (2.29), (2.30)に, 状態方程式 (理想気体の場合は (1.69)式)と温位の定義式
(1.75)を加えると, とりあえず従属変数 (u, v, w, p, ρ, T, θ)で閉じた方程式系ができる. これがプリミティ
ブ方程式系の一表現である. 静力学的平衡の仮定をしたことで, 方程式系から基本的に音波が除去されてい
る (具体的な波の解析は後の章で行なう). 大規模な大気運動では一般に音波は重要な役割をしないので, 理
論的な考察をすすめたり数値的に時間発展解を求めたりするときには, このようなプリミティブ方程式系を
用いると有効である.

2.4.3 気圧座標系

静力学的平衡が成り立つならば気圧 pは高さ zの単調減少関数になるので, pを鉛直座標として高さを従属
変数 z(x, y, p, t)とみなすことが可能である (x, y は水平座標). このような座標系は気圧座標系または p座

標系 と呼ばれ, 気象学の分野ではよく使われている. 基礎方程式系が z座標系より簡単な形に書けること,
高層気象観測では各物理量が気圧の関数として測定されること, などの理由による.

p座標系では水平座標は z 座標系のそれと同じであるが, 一般に等圧 (p = 一定)面は水平 (z =一定)面と
一致しないので, p座標系での “水平微分”は等圧面に沿って計算しなければならない. p座標系における任
意の物理量 Aの x微分は z座標系でのそれと次のように対応づけられる：(

∂A

∂x

)
y,p,t

=
(
∂A

∂x

)
y,z,t

+
(
∂A

∂z

)
x,y,t

(
∂z

∂x

)
y,p,t

. (2.31)

添字は, これらを一定に保っての偏微分であることを意味する. ここで, 静力学的平衡を仮定することにより(
∂A

∂z

)
x,y,t

=
(
∂A

∂p

)
x,y,t

(
∂p

∂z

)
x,y,t

= −ρg
(
∂A

∂p

)
x,y,t

, (2.32)

となるので, (2.31)は右辺第 2項を変形・移項して次のように書ける：(
∂A

∂x

)
y,z,t

=
(
∂A

∂x

)
y,p,t

+ ρg

(
∂A

∂p

)
x,y,t

(
∂z

∂x

)
y,p,t

. (2.33)

これより, 例えば, 運動方程式の水平 (x方向)気圧傾度力は p座標系で次のように書ける：

−1
ρ

(
∂p

∂x

)
y,z,t

= −g
(
∂z

∂x

)
y,p,t

= −
(
∂Φ
∂x

)
y,p,t

. (2.34)

ここで, Φ ≡ gz はジオポテンシャルである. z 座標系 (左辺)に比べると, p座標系では密度 ρの項がなく

なって非線型性が消えているので, 解析が容易になっている.

高さまたは気圧の一価単調関数であればどんなものでも (2.31) と同様の関係式が成り立ち, それを鉛
直座標に用いることができる. 数値天気予報モデルでは, 地上気圧 ps(x, y, t) で規格化した気圧 [σ ≡
p(x, y, z, t)/ps(x, y, t)] を独立変数とするシグマ座標系が広く使われている. こうすると下端境界条件で
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気象学 I 2.4 プリミティブ方程式系 27

地上の起伏 (山脈) が扱いやすくなるからである. 中層大気力学では, しばしば対数気圧座標系 [z∗ ≡
−H ln(p(x, y, z, t)/p0), 定数 H と p0 は, それぞれ標準的スケールハイトと基準気圧] が用いられる (An-
drews, Holton and Leovy, 1987). また, 安定成層している大気では温位 θは高さと共に単調に増大するの

で, やはり中層大気力学においては温位座標系もよく使われる. 断熱の場合には温位がラグランジュ的保存
量なので, 温位座標系では断熱運動が「水平」2次元運動として記述できるという利点がある.

2.4.4 気圧座標系でのプリミティブ方程式系

ここでは, 気圧座標系でのプリミティブ方程式系を導出しておく. ある物理量 Aのラグランジュ式時間変

化の気圧座標系での表記は, (2.31) 式の要領で次のように書ける：

DA

Dt
=

(
∂A

∂t

)
z

+ (v · ∇z)A+ w
∂A

∂z
,

=
(
∂A

∂t

)
p

+ (v · ∇p)A+
∂A

∂p

∂p

∂z

{
−
(
∂z

∂t

)
p

− (v · ∇p)z + w

}
. (2.35)

ここで, vは速度 uの水平成分であり, ∇z と∇pは, それぞれ, z座標系, p座標系での水平 (2次元)微分演
算子である. A = pとして,

Dp

Dt
=
∂p

∂z

{
−
(
∂z

∂t

)
p

− (v · ∇p)z + w

}
= −ρg

{
−
(
∂z

∂t

)
p

− (v · ∇p)z + w

}
, (2.36)

となり, これは空気粒子が等圧面から離れていく程度を示している. これを ω(≡ Dp/Dt)で表記し, 気圧座
標系における鉛直速度, 鉛直 p速度と呼ぶ. 結局, 式 (2.35)は ωを用いて,

DA

Dt
=
(
∂A

∂t

)
p

+ (v · ∇p)A+ ω
∂A

∂p
, (2.37)

と書ける. また, 式 (2.34)で見たように, 運動方程式の水平気圧傾度力は−∇pΦで与えられるので, 気圧座
標系での運動方程式の水平成分は次のように書ける：

Dv

Dt
+ fk × v = −∇pΦ + F , (2.38)

ここで, f はコリオリ パラメータ (f ≡ 2Ω sinφ) であり, kは鉛直方向の単位ベクトルである. 粘性項は単
に F と表記した.

鉛直方向の運動方程式を近似した静力学的平衡の式 (2.28)は, ジオポテンシャルを従属変数として,

∂Φ
∂p

= −1
ρ

= −RT
p
, (2.39)

と書ける. ここで, 最右辺への変形は理想気体の状態方程式を用いている.

連続方程式を気圧座標系であらわすには, やはり関係式 (2.33) を用いて変形していけば良い. divu =
∇z · v + ∂w/∂zであり, w = Dz/Dtであるので, (1.25)/ρは次のように書ける：

1
ρ

Dρ

Dt
+∇p · v + ρg

∂v

∂p
· ∇pz − ρg ∂

∂p

Dz

Dt
= 0. (2.40)

ここで, 左辺の第 4項はさらに次のように変形できる：

−ρg ∂
∂p

Dz

Dt
= −ρg

(
D

Dt

∂z

∂p
+
∂v

∂p
· ∇pz +

∂ω

∂p

∂z

∂p

)
= −1

ρ

Dρ

Dt
− ρg ∂v

∂p
· ∇pz +

∂ω

∂p
. (2.41)
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ここでも, 静力学的平衡の関係式 ∂z/∂p = −1/(ρg) を用いている. これを (2.40)に代入して, 気圧座標系
での連続方程式を得る：

∇p · v +
∂ω

∂p
= 0. (2.42)

もとの z座標系での連続方程式と比べると非線型性がなくなり, 非圧縮性流体の仮定をした場合の divu = 0
と同じ形になっている. これが, 大規模な大気運動を解析するときに気圧座標系がよく用いられる理由の一
つである.

気圧座標系でのエネルギー方程式は, 理想気体での最初の式 (1.73), (1.74)に戻って考えると簡単である.
熱拡散がない (κ = 0)として,

cp
DT

Dt
− 1
ρ

Dp

Dt
= Q, (2.43)

となる. ここで, 状態方程式 (1.70)および ω = Dp/Dtより,

DT

Dt
− RT

cpp
ω =

Q

cp
, (2.44)

を得る.

2.4.5 気圧座標系でのプリミティブ方程式系 (まとめ)

気圧座標系でのプリミティブ方程式系は次である：

• 水平方向の運動方程式： 式 (2.38)

Dv

Dt
+ fk × v = −∇pΦ + F , (2.45)

• 静力学的平衡の式： 式 (2.39)
∂Φ
∂p

= −RT
p
, (2.46)

• 連続方程式： 式 (2.42)

∇p · v +
∂ω

∂p
= 0, (2.47)

• エネルギー方程式： 式 (2.44)
DT

Dt
− RT

cpp
ω =

Q

cp
. (2.48)

ここで, 未知変数は, 水平速度 v, 鉛直 p速度 ω, ジオポテンシャル Φ, および温度 T であり, これらに対し
て閉じた方程式系となっている.

2.5 準地衡方程式系

2.5.1 地衡風

中緯度域の移動性高・低気圧で代表される総観規模現象を具体例として, 運動方程式の水平成分のスケール
解析を行なう. 第 2.3.3節で与えた特徴的スケールを用いて伝統的な近似をした運動方程式の各項の大きさ
を見積もると, 次のようになる：
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水平流速： U ∼ 10ms−1 水平気圧変化： δP/ρ ∼ 103m2s−2

鉛直流速： W ∼ 10−2ms−1 地球半径： a ∼ 107m
水平規模： L ∼ 106m 地球回転： f0 ∼ f̃0 ∼ 10−4s−1

鉛直規模： H ∼ 104m 分子粘性： ν ∼ 10−5m2s−1

D̄u

Dt
− uv tanφ

a
+

uw

a
− 2Ωv sinφ + 2Ωw cosφ = − 1

ρa cosφ
∂p

∂λ
+ ν(∆u)λ

D̄v

Dt
+

u2 tanφ
a

+
vw

a
+ 2Ωu sinφ = − 1

ρa

∂p

∂φ
+ ν(∆u)φ

U2

L

U2

a

UW

a
fU f̃W

δP

ρL

νU

L2
,
νU

H2

10−4 10−5 10−8 10−3 10−6 10−3 10−16, 10−12 [ms−2]

したがって, このスケールでは気圧傾度力とコリオリ力がほぼ釣り合っていることがわかる. 水平運動方程
式でこれらの項だけを残すと, 第一近似として次の関係式が得られる：

−fv ≈ − 1
ρa cosφ

∂p

∂λ
, fu ≈ − 1

ρa

∂p

∂φ
. (2.49)

これらは診断型の方程式で, 中緯度総観規模における水平速度場と気圧場との近似的関係を与えるもので
ある.

ここで, (2.49)式を厳密に満たす (仮想的な)風を地衡風 (ug, vg)として定義する：

ug = − 1
fρa

∂p

∂φ
, vg =

1
fρa cosφ

∂p

∂λ
. (2.50)

これらを用いると, 非粘性のプリミティブ方程式の水平方向の運動方程式は,

D̄u

Dt
− uv tanφ

a
= f(v − vg), (2.51)

D̄v

Dt
+
u2 tanφ

a
= −f(u− ug), (2.52)

と書ける. 慣性力 (左辺)がゼロの地衡風は, この方程式を満たす平衡解であり, 厳密に地衡風平衡が成り立
つが, 曲率のある場合には必ずしもそうではない (傾度風平衡の節を参照). これらは予報型の方程式で, 実
際の風 (u, v)と地衡風 (ug, vg)の差に比例して加速が起こり, 流れが時間とともに変化することを表してい
る. 上記のスケーリングでは, 加速度項はコリオリ項に比べて一桁小さかったわけで, 地衡風からの小さな
ズレが総観規模場の時間変化をもたらしているのである.

ここで, 加速度項のコリオリ項に対する大きさの指標として, 特徴的なスケールを用いた次の無次元数 Ro

を定義する：

Ro ≡ U2/L

f0U
=

U

f0L
. (2.53)

この無次元数は, 気象学者 C.G. Rossby(1898–1957)にちなんでロスビー数と呼ばれている. ロスビー数の
小ささは水平風を地衡風で近似することの妥当性を示す指標である.
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2.5.2 準地衡方程式系

気圧座標系でのプリミティブ方程式系, (2.45)∼(2.48)を出発点 (中間点)として,さらに,水平の流れが卓越し
て (W/U ∼ 10−3), それが地衡風に近い (v ∼ vg)という仮定の下に, 準地衡方程式系を導出する. 歴史的に
は, Charney(1947)がこのような方程式系を導出して温帯低気圧の成因に関する傾圧不安定理論を構築した
のが始まりで, 当時黎明期であった数値天気予報の基礎方程式としても用いられた. ここでは, Holton(1992)
の教科書に従って導出する. より系統的な微小パラメータ展開法による導出はCharney(1973),小倉 (1978),
Pedlosky(1979)などにあるので, 参考にするとよい.

まず, 水平風を地衡風成分と非地衡風成分に分ける：

v = vg + va, (2.54)

vg = f−1
0 k ×∇pΦ. (2.55)

ここで, 南北の水平規模は地球半径に比べて小さい (L/a < 1) と仮定して, コリオリパラメータを一定
f0 = 2Ω sinφ0とした. このように定義した地衡風は水平非発散である (∇p · vg = 0).

つぎに, 運動方程式がどのように近似できるかを考える. 流れが地衡風に近い (|vg| 
 |va|; |va|/|vg| ∼
O(Ro))という仮定より, vは地衡風 vg で近似でき, ラグランジュ式時間微分に関わる水平風も vg で置き

換えられる. また, 鉛直流は非地衡風成分から生じるだけなので, それによる移流項は省略できる. 結局, 運
動方程式の水平成分 (2.45)の左辺は,

Dv

Dt
∼ Dgvg

Dt
,

Dg

Dt
≡ ∂

∂t
+ vg · ∇p, (2.56)

と近似できる.

運動方程式のコリオリ項では, コリオリパラメータの扱いに注意がいる. 地衡風の定義ではこれを一定値 f0

としたが, ここでは, コリオリパラメータの緯度依存性の力学的効果を残しておく. f を基準となる緯度 φ0

のまわりでテイラー展開し, 最初の 2項だけを残すことにする：

f = f0 + βy, β ≡
(
df

dy

)
φ0

=
2Ω cosφ0

a
. (2.57)

ここで, y = a(φ− φ0)である. この近似は, 一般に中緯度ベータ平面近似と呼ばれている. 中緯度総観規模
現象に対しては, 第 1項と第 2項の比がロスビー数の程度 (βL/f0 ∼ L/a ∼ O(Ro))であり, 地衡風の近似
(2.55)ではコリオリパラメータを一定値 f0と置いてよいことを示している.

運動方程式 (2.45)の右辺は, 粘性項 F を省略し, さらに次のように近似する：

−∇pΦ− fk × v = f0k × vg − (f0 + βy)k × (vg + va),

≈ −f0k × va − βyk × vg. (2.58)

結局, このように近似した運動方程式は次のように書ける：

Dgvg

Dt
= −f0k × va − βyk × vg. (2.59)

この式の各項は気圧傾度力に対して O(Ro)の大きさであり, O(Ro2)より小さな項は省略されている.

連続方程式 (2.47)は, (2.55)で定義した地衡風が非発散なので,

∇p · va +
∂ω

∂p
= 0, (2.60)
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となり, ωが水平風の非地衡風成分だけで決まっていることを表わしている.

エネルギー方程式 (2.48)の準地衡近似では, ラグランジュ式時間微分をDg/Dtで置き換えるだけでは不十

分である. 静的安定度 (∂T/∂p)が大きいので, ω自体は小さくても, この鉛直運動に伴う断熱加熱・冷却項
を無視できない. ここでは, 温度場 T (x, y, p, t)をある標準状態 T0(p)とそれからのズレ T ′(x, y, p, t)に分
割することにより, 簡単化する. |dT0/dp| 
 |∂T ′/∂p|なので, 鉛直運動に伴う項では前者だけを考慮すれ
ばよい. 結局, 準地衡近似をしたエネルギー方程式は,

DgT
′

Dt
− Sp0(p)ω =

Q

cp
, Sp0(p) ≡ RT0(p)

cpp
− ∂T0(p)

∂p
, (2.61)

となる. ここで Sp0は標準状態の静的安定度パラメータであり, 対流圏中層ではおよそ 5× 10−4 K Pa−1程

度の値となる.

2.5.3 気圧座標系での準地衡方程式系 (まとめ)

気圧座標系での準地衡方程式系は次である：

• 水平方向の運動方程式： 式 (2.59)

Dgvg

Dt
= −f0k × va − βyk × vg, (2.62)

• 地衡風平衡の式： 式 (2.55)
vg = f−1

0 k ×∇pΦ. (2.63)

• 静力学的平衡の式： 式 (2.46)
∂Φ
∂p

= −RT
p
, (2.64)

• 連続方程式： 式 (2.60)

∇p · va +
∂ω

∂p
= 0, (2.65)

• エネルギー方程式： 式 (2.61)

DgT
′

Dt
− Sp0(p)ω =

Q

cp
, Sp0(p) =

RT0(p)
cpp

− ∂T0(p)
∂p

, (2.66)

ここで, 未知変数は, 水平風の地衡風成分 vg, 非地衡風成分 va, 鉛直 p速度 ω, ジオポテンシャル Φ, およ
び温度 T であり, これらに対して閉じた方程式系となっている. ラグランジュ式時間微分は (2.56)であり,
地衡風成分による水平移流だけであるのが特徴である. 実際の (1970年代までの)数値天気予報モデルや理
論的な解析では, これらをもとにさらに変数を消去した方程式系が使われてきた. それらの詳細については,
後の章で具体的に触れることにする.

2.6 近似方程式系の総まとめ

この章では, スケール解析により気象力学の基礎方程式系を段階的に近似してきた. ここでは, それらの一
覧表を示しておく. 左側が座標変換および 3段階の近似の流れである. 回転球面上のナビエ–ストークス
(N-S)方程式系で非圧縮性を仮定すると, 回転球面上の「水」の方程式系となる. そこで, 水深 H が水平ス
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ケールよりも十分小さいとすると, 水平 2次元の浅水方程式系となる. これは, プリミティブ方程式系の 2
次元版である. さらに, 並行して近似をすすめると, 水平 2次元準地衡方程式となり, 水平 2次元非発散渦
度方程式に至る. これは, 近似の極みの方程式であるが, 渦運動が支配的な回転流体の力学的エッセンスを
残す最も簡略化した方程式といえる.

表 2.1: 近似方程式系の総まとめ

3 次元圧縮性流体 (2 次元)非圧縮性流体

N-S 方程式系 ([連]・[運]・[エ]・[状])

p.16 (1.77) ∼ (1.80)

‖
座標変換：λ = λ0 − Ωt

⇓
回転系 (球面上)の N-S 方程式系 = 非圧縮 ⇒ 回転球面上の「水」の方程式系

p.21 (2.10) ∼ (2.12) ([運]のみ) ‖
‖ ‖

座標変換：r = a + z, |z| � a H � L 水平 2次元

⇓ ‖
伝統的近似方程式系 ‖

p.22 (2.16) ∼ (2.18) ([運]のみ) ‖
‖ ‖

運動方程式鉛直成分：静力学平衡 ‖
⇓ ⇓

プリミティブ方程式系 浅水方程式系
p.28 (2.45) ∼ (2.48) (気圧座標系) ‖

‖ ‖
水平流：地衡流 + 摂動 水平流：地衡流 + 摂動

⇓ ⇓
準地衡方程式系 水平 2次元準地衡 (C-H-M)方程式

p.31 (2.62) ∼ (2.66) (気圧座標系) ‖
‖

水平流：非発散

⇓
水平 2次元非発散渦度方程式
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第3章 循環と渦度

地球流体力学の興味の対象のうち, 多くのものは渦運動によって特徴づけられる. 大気中には, 竜巻, 台風,
温帯低気圧から成層圏の周極渦まで, さまざまな渦があり, 海洋中にも, 鳴門の渦から湾流リング, 北太平洋
ジャイヤ (亜熱帯循環系)までのさまざまな渦がある.

渦運動成分の有無は, 流体運動を大別する基準のひとつである. 一般に, 速度場はスカラーポテンシャル (速
度ポテンシャルという)の勾配とベクトルポテンシャルの回転の和として表されるが, スカラーポテンシャ
ルだけで書ける流れを渦なし流と呼び, 逆に, ベクトルポテンシャルのある流れを渦あり流と呼ぶ (巽 1982;
p.184). 上記のような渦運動を解析するとき, 理想化して速度ポテンシャルがない状況を考えると, その基
本的な力学的特性を抽出して考察できる. これからの数章では渦運動のさまざまな側面を述べていく. ここ
では, まず渦運動の基本概念を整理しておく.

3.1 基本用語

完全流体においては, 質点系の力学における角運動量保存則に対応する保存法則が成り立つ. まずこの節で
流体力学の基本用語を定義しておいて, 次節ではその保存則を導出する.

3.1.1 速度と渦度

ある速度場 u(x, t)に対して, 流線や流管をつぎのように定義する (巽 1982; 第 2-1,2-2節).

速度 u(x, t) ≡ Dx/Dt

流線 曲線上の各点において u が曲線の接線になるような曲線

流線の線要素を dxとして, dx ‖ u(x, t)

流管 1つの閉曲線 C 上の各点を通る流線によって形成される曲面

流管の法線ベクトルを nとして, n ⊥ u(x, t)

渦度とは速度場の回転成分である. 渦度 ω に対しても, 流線や流管と同様に渦線や渦管が定義できる. ま
た, 渦管の極限として渦糸を考えることができる (巽 1982; 第 2-4節).

渦度 ω(x, t) ≡ rotu(x, t)

渦線 曲線上の各点において ωが曲線の接線になるような曲線

渦線の線要素を dxとして, dx ‖ ω(x, t)

35
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図 3.1: (左) 循環, (右) 渦管の循環. (巽 1982; 図 2.10と図 2.11).

渦管 1つの閉曲線 C 上の各点を通る渦線によって形成される曲面

渦管の法線ベクトルを nとして, n ⊥ ω(x, t)

渦糸 無限小の断面積を持つ極めて細い渦管

3.1.2 循環

図 3.1(左)に示すように流体中に任意の閉曲線 C をとり, C に沿って速度 u の接線成分 ul を一周線積分

した量

Γ =
∮

C

ulds =
∮

C

u · ds, (3.1)

を閉曲線 C に沿う循環と呼ぶ. ここで, l を曲線 C の接ベクトルとして, ds = lds は C の線要素を表す.

閉曲線 C を外縁とする任意の曲面 S を考える. S 上の 1点における曲面の微小部分の面積 dS とその点

での法線ベクトル n から作られるベクトル dS = ndS を面要素と呼ぶ. このとき, ストークス (Stokes)の
定理 ∮

C

u · ds =
∫

S

rotu · dS, (3.2)

より, 循環は

Γ =
∫

S

rotu · dS =
∫

S

ω · dS =
∫

S

ωndS, (3.3)

となる. すなわち, 閉曲線 C に沿う循環は, C で囲まれる任意の曲面上での渦度の法線成分 ωn の面積分

に等しい.

ここで, 図 3.1(右)のようにある 1本の渦管をとり, これを一周する 1つの閉曲線 C に沿う循環を考えると,
循環の値は C のとり方によらず渦管に固有の不変量であることがわかる： C とは別に, これと交わらず
に渦管を一周するもう 1つの閉曲線 C′ を考える. C, C′ 上にそれぞれ点 A, A′ をとり, 線分 ACA, AA′,
A′C′A′, A′A によって作られる閉曲線 C′′ に沿う循環を考える. C′′ に囲まれた渦管面 S′′ の上では n ⊥ ω

なので, ∫
S′′

ω · dS = 0, かつ,

∫
S′′

ω · dS =
∫

C′′
u · ds =

(∮
C

+
∫ A

A′
−
∮

C′
+
∫ A′

A

)
(u · ds),
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=
∮

C

u · ds−
∮

C′
u · ds.

したがって, 渦管を一周する任意の閉曲線 C に沿う循環 Γ は C のとり方によらず,

Γ =
∮

C

u · ds =一定, (3.4)

である. この循環 Γを渦管の強さという.

3.2 循環定理

3.2.1 ビャークネスの循環定理

完全流体の運動方程式をある閉曲線 C に沿って一周積分して, C に沿う循環の時間変化を考える. まず,

Du

Dt
· ds =

D

Dt
(u · ds)− u · D

Dt
(ds) =

D

Dt
(u · ds)− u · du =

D

Dt
(u · ds)− d

( |u|2
2

)
であり, この両辺の一周積分をとると最右辺の第 2項が消えるので,∮

C

Du

Dt
· ds =

∮
C

D

Dt
(u · ds) =

D

Dt

∮
C

u · ds =
DΓ
Dt

, (3.5)

となる. ここで, 2 番めの等号は, C の線要素 ds が流体とともに運ばれることによる. 外力が保存力
(−gradΦ)である場合には, 完全流体の運動方程式をこれに代入して,

DΓ
Dt

=
∮

C

Du

Dt
· ds = −

∮
C

1
ρ
gradp · ds−

∮
C

gradΦ · ds,

= −
∮

C

1
ρ
dp, (3.6)

を得る. 右辺はソレノイド項と呼ばれるもので, 循環の時間変化はソレノイド項に等しい. これをビャーク
ネス (V.Bjerknes)の循環定理という.

3.2.2 循環定理の応用： 海陸風の強化

Holton(1992; p.91)に従い, ビャークネスの循環定理を海陸風に当てはめてみる (図 3.2). 式 (3.6)で理想気
体の状態方程式を使い, 図の閉曲線に沿って一周積分をする：

DΓ
Dt

= −
∮
RTd ln p,

= −R
(
T 2

∫ p1

p0

d ln p+ T 1

∫ p0

p1

d ln p
)
,

= R ln
(
p0

p1

)
(T 2 − T 1). (3.7)

すなわち, 図のように陸上の温度 (T 2)が海上の温度 (T 1)よりも高い場合には, DΓ/Dt > 0となり, (反時計
回りの)循環が強められる. 陸側が海側より暖かいので,これは当然予期されるところである. p0 = 1000hPa,
p1 = 900hPa, T 2 − T 1 =10K, L = 20km, h = 1kmとすると, この経路にそって平均した流速の時間変化
は, 25m/s/hとなる. 実際には, 地面付近で粘性が働いてこのような加速を押える. また, 循環が強くなる
と, 温度移流により海陸の温度差が小さくなり, 加速が押えられて, ある平衡状態に達すると考えられる.

note/dyn-met/vortex-kihon/vortex-kihon.tex 平成 18 年 1 月 16 日 (余田 成男)



38 気象学 I 第 3章 循環と渦度

図 3.2: 循環定理を用いて海陸風の強化の見積もる問題 (Holton 1992; Fig. 4.3). 実線で示す閉曲線で矢印
の向きに循環を考える. 破線は, 等比容線.

3.2.3 傾圧ベクトル

ビャークネスの循環定理 (3.6)の右辺に現れたソレノイド項について考察を加える. 比容 α = 1/ρを用いる
と, ソレノイド項は次のように変形できる：

−
∮

C

αgradp · ds = −
∫

S

rot(αgradp) · dS = −
∫

S

(gradα× gradp) · dS =
∫

S

B · dS. (3.8)

ここで, ストークスの定理を用い, さらに, ベクトル公式 rot(ΦA) = gradΦ×A+Φ(rotA)と rotgradΦ = 0
を用いた. (3.8)式の B ≡ gradp× gradαを傾圧 (baroclinic)ベクトルと呼ぶ. 傾圧ベクトルは, 比容の勾
配および気圧の勾配に直交するベクトルである.結局, ビャークネスの循環定理 (3.6)は,

DΓ
Dt

=
∫

S

B · dS, (3.9)

となる.

傾圧ベクトルが存在する大気を傾圧大気という. つまり, 比容の勾配と気圧の勾配が存在し, それらが平行
でなければ, 傾圧大気である. これに対して, いたるところで傾圧ベクトルが 0の大気を順圧 (barotropic)
大気という. 等比容面 (当密度面)と等圧面が平行な場合や, 密度または気圧が一定の場合に相当する. とき
には, 前者に限って, つまり ρ = ρ(p) である場合を順圧大気ということもある.

3.2.4 ケルビンの循環定理

ビャークネスの循環定理で, 傾圧ベクトルB が 0であるとすると, 循環 Γ が運動にしたがって保存する：

DΓ
Dt

= 0. (3.10)

これをケルビン (Kelvin)の循環定理という. ケルビンの循環定理は, より一般的に保存力場のもとでの完
全流体の連続的な運動で成り立つ (巽 1982; 第 5-3-1節). 気圧傾度力の項は, 圧力関数を用いて, その勾配
として書けるからである.

ケルビンの循環定理から, 一つの渦管は流体運動を通じて常に一つの渦管として保たれることがわかる. ま
た, (3.4)式で示したように渦管の強さ Γは一定であるので, 次のヘルムホルツ (Helmholtz)の渦定理が成
り立つ：
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保存力のもとでの完全流体の連続的な運動においては, 一つの渦管は常に一つの渦管として保
たれ, その渦管の強さ Γは時間的に一定である.

ヘルムホルツの渦定理より, ある時刻において渦なし (ω = 0)であった流体はその後常に渦なしであり, 逆
に, ある時刻において渦あり (ω �= 0)であった流体はその後も渦ありである. すなわち, 次のラグランジュ
の渦定理が成り立つ：

保存力のもとでの完全流体の連続的な運動においては, 渦度は発生することも消滅することも
ない.

これは渦の不生不滅の定理ともいわれる.

循環がラグランジュ的に保存される状況を, 具体的な例をもとに見ておこう (木田, 1994; 第 2章). 川の水
面から底まで届く鉛直に伸びた渦管が水深のより深いところに流されるとき, 渦の回転運動がどう変化す
るかを考える. 非圧縮完全流体で回転軸対称な円柱状の渦管を仮定し, その半径を r1, 長さ (水深)を l1 と

すると, 渦回転の速さは v1 = Γ/2πr1である. この渦がより深いところに流されて渦管の長さが l2(> l1)に
なったとすると, 非圧縮の仮定より渦管の体積は一定なので, 半径は r2 = r1

√
l1/l2 < r1と小さくなる. 循

環は保存されるので, 渦回転の速さが v2 = Γ/2πr2 = (Γ/2πr1)
√
l2/l1 = v1

√
l2/l1 > v1 となり, より速く

回転することになる. この場合, 循環は渦の半径と回転速度の積に比例するので, 循環の保存は質点系の力
学における角運動量保存則に対応するものである.

3.3 渦度方程式

3.3.1 渦度と速度

速度場 u(x, t)に対して, 渦度は
ω(x, t) ≡ rotu(x, t), (3.11)

で与えられる. 逆に, 渦度場 ω(x, t)が与えられたときに,速度がどう決まるかを考える (巽 1982;第 9-1節).

一般に, 任意のベクトル場は, スカラーポテンシャル Φ の勾配 (gradΦ)とベクトルポテンシャル A の回転

(rotA)の和として書けるので, 速度場 u を渦なしの部分 u1 と渦ありの部分 u2 とに分けて, 次のように
表す： {

u = u1 + u2,

u1 = gradΦ, u2 = rotA.
(3.12)

ただし, A は divA = 0 を満たすものとする. rot gradΦ = 0 であることに留意して, rot (3.12) をとるこ
とにより,

ω = rot rotA = grad divA−∆A = −∆A, (3.13)

となる. 結局, Aはポアッソン (Poisson)方程式 (3.13)の解として次のように与えられる：

A(x, t) =
1
4π

∫
ω(x′, t)
|x− x′|dx

′. (3.14)

よって, 速度場 u2は,

u2 = rotA =
1
4π

∫
ω(x′)× (x− x′)
|x− x′|3 dx′, (3.15)
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のように表せる.

渦運動成分の有無は, 流体運動を大別する基準のひとつである. 速度場を (3.12)式で分解して, スカラーポ
テンシャルだけで書ける流れを渦なし流と呼び, 逆に, ベクトルポテンシャルのある流れを渦あり流と呼ぶ
(巽 1982; p.184).

3.3.2 慣性系における渦度方程式

まず, 慣性系での渦度方程式を導出しておく. 第 2.1.2節と同様に, 粘性項では divu = 0 を仮定し, 動粘性
率を ν とすると, ナビエ–ストークス方程式は次のように書ける：

∂u

∂t
+ grad

|u|2
2
− u× rotu = f − 1

ρ
gradp+ ν∆u. (3.16)

ここで, 移流項はベクトル不変形 (??)で書いている. rot (3.16) をとり, rot gradΦ = 0 であることを使う
と, 次の渦度方程式を得る：

∂ω

∂t
− rot(u × ω) = rotf + B + ν∆ω. (3.17)

ここで, B は傾圧ベクトルである. ベクトル公式より左辺第 2項は (符合をつけかえて)次のように変形で
きる：

rot(u× ω) = (ω · grad)u − (u · grad)ω + udivω − ωdivu, (3.18)

ただし, div(rotA) = 0 なので右辺第 3項は 0である. 結局, 粘性流体 (ニュートン流体)の渦度方程式は,
次のように書ける：

Dω

Dt
=
(
∂

∂t
+ u · grad

)
ω = (ω · grad)u − ωdivu + rotf + B + ν∆ω. (3.19)

渦度 ω のラグランジュ的な時間変化が右辺の各項によって引き起こされることを表わしている.

まず, rotf は, 外力の回転成分, 捻る力である. 流体は捻られると渦度が生ずる. 外力が重力のように保存
力で, ポテンシャル Φ の勾配で表わされるならば, rot gradΦ = 0 となるので, それは捻る力ではない (渦度
は変化しない).

傾圧流体ならば B �= 0 であり, 渦度が生ずる. 例えば, 密度成層した流体をイメージして, 直線直交座標系

(x, y, z)で gradα =
∂α

∂z
êz;

∂α

∂z
> 0とし, x軸の正の向きに圧力が高くなっている

(
gradp =

∂p

∂x
êx;

∂p

∂x
> 0
)

とすると, B = −∂α
∂z

∂p

∂x
êy となり, y 軸に垂直な面内に負の渦度が生じる. これは, 同じ圧力傾度力がかか

るとき重い流体よりも軽い流体のほうが加速されやすいことを思えば,
∂ωy

∂t
< 0 となる捻る力が流体に働

くことがイメージできる. 一方, 順圧流体ではB = 0 であり, 圧力傾度力によって渦度が変化することは
ない. これらの様子は, ビャークネスの循環定理 (3.9)を微小な流体要素に当てはめたものといえる.

運動方程式で粘性により運動量が散逸したように, 渦度方程式では同じ形で渦度が散逸する. 非粘性流体
(ν = 0)であれば, 渦度の粘性散逸はない.

以上でみたように, 非粘性順圧流体で外力が保存力である場合には, 渦度方程式 (3.19)の右辺第 3項以下は
0となる. しかし, そのような場合でも渦度はラグランジュ的な保存量ではない. ふつう, 右辺の第 1項と第
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2項が残ってしまう. 具体的に, やはり直線直交座標系 (x, y, z) でこれらの項の鉛直 (z)成分を考えると,

êz · {(ω · grad)u − ωdivu} =
(
ωx

∂

∂x
+ ωy

∂

∂y
+ ωz

∂

∂z

)
w − ωz

(
∂u

∂x
+
∂v

∂y
+
∂w

∂z

)
,

= ωx
∂w

∂x
+ ωy

∂w

∂y
− ωz

(
∂u

∂x
+
∂v

∂y

)
, (3.20)

となる. (3.20)式の右辺の第 1項と第 2項は, 鉛直流 w の水平シアーにより渦度の水平成分が起き上がっ

て ωz 成分を変化させようとする傾向であり, 起き上がり項と呼ばれる. 一般に, 渦度ベクトルと直交する
流れが渦度ベクトル方向に変化すれば, 渦度ベクトルが傾いて渦度の時間変化をうむ. (3.20)式の右辺第 3
項は, 渦度の鉛直成分 ωz が水平収束により強められる項で, 水平収束項と呼ばれる. 一般に, 渦度ベクトル
と直交する平面上で流れの場に収束があれば, 渦度はかき集められて強められる.

非圧縮流体の場合には divu = 0 であり, (3.20)式の水平収束項は ωz
∂w

∂z
となる. これは, 渦が z 方向に伸

長 (∂w/∂z > 0)することにより ωz 成分を強化させる項であり, 伸び縮み項と呼ばれる. これは, 第 3.2.4
節でみたケルビンの循環定理の微分表現に相当する.

3.3.3 ベルヌーイの定理 (おまけ)

前小節ではベクトル不変形の運動方程式から出発したので, 少しわき道に入るがベルヌーイ (Bernoulli)の
定理を見ておこう. (昔はなぜか高校の物理で習った流体力学の定番問題である.) 非圧縮 (ρ = ρ0 =一定)
完全 (ν = 0)流体を考えると, 運動方程式 (3.16)は,

∂u

∂t
+ grad

|u|2
2
− u× rotu = −gradΦ− 1

ρ0
gradp, (3.21)

と書ける. ここで, 外力は保存力であるとして, ポテンシャル Φの勾配で表している. さらに整理すると,

∂u

∂t
= −grad

(
p

ρ0
+
|u|2
2

+ Φ
)

+ u× rotu, (3.22)

となる. この表式より, 次のベルヌーイの定理が成り立つことがわかる (巽, 1982; p.67)：

定常流 (
∂u

∂t
= 0)では, 流線または渦線に沿って

p

ρ0
+
|u|2
2

+ Φ は一定となる.

渦度 ω は速度の rotとして定義される (ω ≡ rotu)ので, 定常流で式 (3.22)の左辺が 0 の場合, 右辺第 1項
の gradは u および ω の方向成分をもたない. すなわち,流線 (uの方向)または渦線 (ωの方向)に沿って
p

ρ0
+
|u|2
2

+ Φの勾配が 0であるので, 上の定理が成り立つ. ただし, 一定となる値は, 一般に流線または渦

線ごとに異なる.

保存外力が重力である場合には, p+
1
2
ρ0|u|2 + ρ0gz =一定, となり,大きな容器に入れた液体が小さな孔か

ら流出する場合の流速を求めることができる. また, 流速を測るピトー管やベンチュリー管もこのベルヌー
イの定理を応用したものである.

3.3.4 回転系における渦度方程式

一定角速度 Ω で回転する座標系では, 遠心力項を重力項 (f の一部)に含めることによりナビエ–ストーク
ス方程式が

∂u

∂t
+ grad

|u|2
2
− u× (rotu + 2Ω) = f − 1

ρ
gradp+ ν∆u, (3.23)
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と書ける. 慣性系の (3.16)式と各項を対比すればわかるように, 慣性系での渦度方程式 (3.19)の渦度 ω を

回転系での相対渦度 ω と惑星渦度 2Ω の和で置き換えるだけで, 回転系の渦度方程式が得られる：

Dωa

Dt
= (ωa · grad)u− ωadivu + rotf + B + ν∆ω, (3.24)

ωa ≡ ω + 2Ω. (3.25)

ここで, ωa は絶対渦度と呼ばれている.

3.4 ポテンシャル渦度の保存則 —理想気体—

ケルビンの循環定理は有限の閉曲線 (有限の大きさの渦管)に対して得られたラグランジュ的保存則であっ
たが, その微小要素版にあたる渦度方程式は, そのようなラグランジュ的保存則を表していない. この節で
は, 断熱の完全流体ではラグランジュ的保存量となるポテンシャル渦度を導入し, 二つの道筋でポテンシャ
ル渦度方程式を導出しておく (栗原, 1979; 第 6.4節を参照). 従来, potential vorticity という単語は渦位と
訳されてきたが, “potential”を「位」の文字で表すことに抵抗があるので, あえてポテンシャル渦度と表記
する. 同じように, 温位 (potential temperature)はポテンシャル温度というほうが一貫性があろう.

3.4.1 ポテンシャル渦度

ビャークネスの循環定理 (3.6)で閉曲線の中をソレノイドが貫かないように Cをとると, そのときの循環の
時間変化は 0である. このようにして循環の保存を課し, さらに質量保存則を組み合わせることによって,
ポテンシャル渦度と呼ばれる保存量を定めることができる.

第 3.2.3節で考えたように, 傾圧ベクトルは,

B = −gradα× gradp = −cpgrad(ln θ)× gradT, (3.26)

で与えられるので, 当比容 (密度)面, 等圧面, 等温位面, または等温面上で閉曲線 C をとればソレノイドは

その中を貫かない. さらに, 断熱過程であればD(ln θ)/Dt = 0なので, この閉曲線は同じ温位面上に留まり
続けることになる. したがって, 温位面上に微小面積 ∆S をもつ閉曲線をとり, そこの絶対渦度を ωa とす

ると (図 3.3), ケルビンの循環定理 (3.10)および循環の定義 (3.3)より,

ωa · n∆S = ωa · gradθ
|gradθ|∆S =一定, (3.27)

である. つぎに, 微小面積 ∆S を系の従属変数で表すことにする. 等温位面 θとわずかに離れた θ + dθ面

の間にはさまれ, ∆S の底面をもつ微小な筒を考えると, この筒の中の質量は不変であるので,

ρ∆S
dθ

|gradθ| =一定, (3.28)

である. ここで, dθ/|gradθ|は筒の長さにあたる. dθも一定なので, (3.27), (3.28)より∆S を消去して,

P ≡ ωa · gradθ
ρ

=一定, (3.29)

となる. この量 P をポテンシャル渦度と呼ぶ. 渦度はベクトル rotuであるが, ポテンシャル渦度はスカラー
であることに注意すべきである. 結局, ラグランジュ式時間微分を用いて, ポテンシャル渦度の保存則は,

DP

Dt
= 0, (3.30)

と表される.
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図 3.3: 等温位面に挟まれた気柱の断熱変化 (小倉 1978; 図 1.14).

3.4.2 エルテルのポテンシャル渦度

上記のように定義したポテンシャル渦度がラグランジュ的保存量であることは, エルテル (Ertel, 1942)に
よって与えられたので, エルテルのポテンシャル渦度と呼ぶことがある. この小節では, 小倉 (1978; p.32)
を参考にして, エルテルのポテンシャル渦度保存則のベクトル演算による導出法をまとめておく.

回転系での渦度方程式 (3.24)で, 外力がなく, 粘性もない保存的な状況を考える. 連続方程式 (1.25)もあわ
せて書くと,

Dωa

Dt
= (ωa · grad)u− ωadivu + B, (3.31)

Dρ

Dt
+ ρdivu = 0, (3.32)

である. これらから, divuを消去して整理すると,

D

Dt

(
ωa

ρ

)
=

1
ρ
{(ωa · grad)u + B} , (3.33)

となる. 一方, エネルギー方程式で断熱の仮定より, 温位 θ はラグランジュ的保存量である (Dθ/Dt = 0).
この式の勾配をとると, gradθについての式が,

D

Dt
(gradθ) = −∇u · gradθ, (3.34)

と書ける. ここで, ∇uは変形速度テンソル (∂ui/∂xj)である. 式 (3.33)と gradθ の内積をとったものと,
式 (3.34)と ωa/ρの内積をとったものを辺々加えると, ポテンシャル渦度保存則を得る：

D

Dt

(
ωa · gradθ

ρ

)
= 0. (3.35)

ここで, 傾圧ベクトルB は (3.26)式のように書けるので, gradθ ·B = 0という関係式を用いている.

ポテンシャル渦度 P は温位 (ポテンシャル温度) θ とともに, 気象力学, 地球流体力学のもっとも重要な物
理量である (Hoskins, McIntyre and Robertson, 1985; 岸保・佐藤, 1986; Hoskins, 1991). 重力場のなかで
温位の分布が力学的に不安定な場合には対流が生じ, 安定な場合には波動 (浮力を復元力とする重力波)が
存在するように, ポテンシャル渦度の分布に依存して, 流れが不安定となったり波動が伝播したりする. こ
れらの具体的な流れの安定性解析や波動の伝播問題は, 今後の章でひとつづつ取り上げていくことになる.
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図 3.4: 対流圏界面付近 (320K等温位面)上での PVの移流実験結果 (Appenzeller et al., 1996より). 陰影
部は成層圏大気で, 温帯低気圧の発達時に対流圏大気と混ざり合う様子を示す.

ところで, 何らかの平衡条件が仮定できれば, ポテンシャル渦度より速度場や熱力学的状態変数を見積もる
ことができる. すなわち, ポテンシャル渦度の分布がわかれば基本的に流れの様子が把握できることになる.
ポテンシャル渦度分布の時間変化自体は, 得られた速度場をもとにラグランジュ的保存則 (3.35)により記
述できるので, 流れの場の時間発展が求められることになる. 近年, 流れの場が不安定な場合の擾乱の発達
や, 安定な場のなかの波動の伝播などを, ポテンシャル渦度の動態をもとに理解しようとする立場が提唱さ
れている. これを, ポテンシャル渦度の英語の頭文字をとって “PV thinking”という. また, ポテンシャル
渦度と温位を中心に様々な現象のデータ解析を行なうことを “PV-θ解析”という.

断熱完全流体の場合, ポテンシャル渦度と温位はラグランジュ的保存量であり, 流体につけた標識, トレー
サーとみなすことができる. それらの分布自体が運動に影響を及ぼすので, 力学的トレーサーとか能動的
(active)トレーサーという. これに対して, 力学的影響のないトレーサー, 例えば, ある元素の放射性同位体
などを受動的 (passive)トレーサーという. このようなトレーサーは, 流体運動に伴う物質の輸送過程を診
断するのに有効である. 加熱や熱拡散, 粘性の影響が無視できるかぎり, 流体粒子は等 PV面上, 等温位面上
を動くので, ある等 PV面上である等温位面上に位置する流体粒子は, これらの面の交線上を動くことにな
る (図 3.4). PV分布と温位分布に加えてもうひとつ何らかのトレーサーの空間分布が分かっておれば, 原理
的には, 3次元的な流体粒子運動が完全に把握できることになる. Ertel(1942)の論文以前に, Rossby(1937)
は, 先駆的に等温位面上の比湿 (凝結がなければラグランジュ的保存量)の分布図を描いて大気の大規模な
水平混合過程を議論している.
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3.5 浅水方程式系でのポテンシャル渦度の保存則

前節では陰に大気の運動を考えて, 理想気体でのポテンシャル渦度の保存を議論した. これに対して, 海洋
のようなほとんど非圧縮な流体の運動を念頭に置けば, 異なる表式のポテンシャル渦度保存則が得られる.
ただし, 渦度方程式がラグランジュ的保存則を表していないので, それにかわる物理量を探そうという動機
は同じである. まず, 自由表面のある均質非圧縮流体で運動の鉛直スケールが水平スケールに比べて非常に
小さいと仮定することにより, 水平 2次元の浅水方程式系を導出する. そして, その系でのポテンシャル渦
度の保存則を考える.

水平 2次元の浅水方程式系は, 大気の大規模運動の力学を考える上で有益であることが多い. 3次元大気運
動の力学的本質のある部分が浅水方程式系にも含まれているからである. 2次元系のほうが解析が簡単なの
で, 力学的本質を理解するために, この講義でも浅水系や 2次元非圧縮流体系をとりあげることがある. ポ
テンシャル渦度の保存もそのような力学的本質の共通概念である.

3.5.1 浅水方程式系

非圧縮で均質 (ρ = ρ0 =一定)な流体 (ここでは水とよぶ)を考えると, 従属変数 p,u に対して, 連続方程
式と運動方程式で支配方程式が閉じる. さらに粘性項を無視して完全流体とすると, これらの支配方程式系
は次のように書ける：

divu = 0, (3.36)
Du

Dt
+ 2Ω× u = g − 1

ρ0
gradp. (3.37)

ただし, 系の回転は Ω = (0, 0,Ω), 外力は重力だけ g = (0, 0,−g) とする.

静止状態での水面を z = 0 とし, 平均的な水深を z = −D, 底面の起伏 (z = −D面から偏差)を ηB(x, y)
とする. 運動状態時の水面 (自由表面) の変位を η(x, y, t) とすると, ある深さ z での圧力は, 運動方程式の
鉛直成分で静力学的平衡 (2.20)の近似が成り立つとして,

p(x, y, z, t) = p(x, y, η, t) + ρ0g(η − z), (3.38)

となる. ここで, 水面での大気圧 p(x, y, η, t) が一定であるとすると, pの変化は z より上にある単位断面

積の流体柱の重さによる (右辺第 2項). この仮定の下で圧力の水平勾配をとると,

∂p

∂x
= ρ0g

∂η

∂x
,

∂p

∂y
= ρ0g

∂η

∂y
, (3.39)

となり, これらが z に依存しないことがわかる. すなわち, 水平の加速度が z に依存しないわけで, 初期に
運動が z に依存しなければ, 水平速度はずっと z に依存しないままである. また, ロスビー数が小さい場合
には水平速度がほとんど z に依存しない (これをテイラー-プラウドマン (Taylor-Proudman)の定理とい
う； 後章参照)ので, そのような状況を想定して水平速度が z に依存しないと仮定する：

∂u

∂z
=
∂v

∂z
= 0. (3.40)

以上の仮定のもとに, 運動方程式の水平成分は次のように書ける：

DHu

Dt
− fv = −g ∂η

∂x
, (3.41)
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DHv

Dt
+ fu = −g ∂η

∂y
. (3.42)

ここで, コリオリパラメータ f = 2Ω であり, 水平 2次元のラグランジュ微分の記号は,

DH

Dt
≡
(
∂

∂t
+ u

∂

∂x
+ v

∂

∂y

)
, (3.43)

である. 一方, 連続方程式で水平発散項は z に依存しないので, 鉛直に −D + ηB から η まで積分すると,

w(z = η)− w(z = −D + ηB) = −
(
∂u

∂x
+
∂v

∂y

)∫ η

−D+ηB

dz = −
(
∂u

∂x
+
∂v

∂y

)
(η +D − ηB), (3.44)

となる. ここで,

w(z = η) =
DHη

Dt
, (3.45)

w(z = −D + ηB) =
DHηB

Dt
=
(
u
∂

∂x
+ v

∂

∂y

)
ηB , (3.46)

であるので, 流体の深さを h(x, y, t) ≡ η(x, y, t) +D − ηB(x, y) で表わすと, (3.44)式は,

DHh

Dt
+
(
∂u

∂x
+
∂v

∂y

)
h = 0, (3.47)

となる. あるいは, ラグランジュ形式をフラックス形式にかえると,

∂h

∂t
+

∂

∂x
(hu) +

∂

∂y
(hv) = 0, (3.48)

となる. 水平質量フラックスの収束発散により流体の深さが変化することを表わしている. 運動方程式
(3.41), (3.42) は, 右辺を h で表して,

DHu

Dt
− fv = −g ∂

∂x
(h+ ηB), (3.49)

DHv

Dt
+ fu = −g ∂

∂y
(h+ ηB), (3.50)

と書けるので, これらと連続方程式 (3.47) または (3.48) とで, 水平速度 u(x, y, t), v(x, y, t) および深さ
h(x, y, t) を従属変数とする閉じた方程式系となっている. これらを浅水方程式系という.

3.5.2 浅水系でのポテンシャル渦度

浅水方程式系の従属変数は z 依存性がないので,渦度は鉛直成分のみを考えればよい.
∂

∂x
(3.50)− ∂

∂y
(3.49)

より, 渦度方程式の鉛直成分は,
DHζ

Dt
= −(ζ + f)

(
∂u

∂x
+
∂v

∂y

)
, (3.51)

となる. ただし, ζ は ζ ≡ êz · ω =
(
∂v

∂x
− ∂u

∂y

)
であり, 相対渦度の鉛直成分である. 回転系での渦度方程

式 (3.24)でもみたように, 浅水系においても ζ はラグランジュ保存量にはならず, 絶対渦度 (ζ + f)の水平
収束項により時間変化することを表わしている.

渦度方程式 (3.51)および連続方程式 (3.47)から水平発散項を消去すると,

DH

Dt
(ζ + f) =

ζ + f

h

DHh

Dt
,
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となり, 結局,
DH

Dt

(
ζ + f

h

)
= 0, (3.52)

となる. 浅水系でのポテンシャル渦度を P ≡ (ζ + f)/h として, (3.52)式はそのラグランジュ的保存を表わ
している. 第 3.4.1節では, 二つの等エントロピー面間にある渦管を考え, 循環の保存と質量保存を使って
ポテンシャル渦度の保存を導出した. ここでは, 底面 z = ηB と自由表面 z = η を二つの物質面にとり, ポ
テンシャル渦度の保存を導出したことになる. また, 第 3.2.4 節でのケルビンの循環定理を示す例題 (川の
なかの鉛直渦管)は, (3.52)式で f = 0 とし積分表現にしただけで, 同じ内容を述べているのである.

底面に起伏がある浅水系で, 系の回転が重要な場合を考えてみよう. ロスビー数が 1に比べて十分小さい
(Ro = U/(fL)� 1)ならば, 相対渦度 (∼ U/L)が惑星渦度 (f)に比べて無視できて, ポテンシャル渦度の
保存則は,

DH

Dt

(
f

h

)
= 0, (3.53)

と近似できる. もしもコリオリパラメータ f が一定ならば, 流れは深さ h を保存する流れでなければなら

ない. もしも, 自由表面の変位が底面の起伏に比べて十分小さく η � 0 とできるのであれば, 流体塊は等深
線 (あるいは起伏 ηB の等高線)に沿って流れることになる. すなわち, 底面に孤立した凸部または凹部があ
ると流体はこれを避けて流れるので, 凸部 (凹部)のうえに柱のように動かない部分ができる. これをテイ
ラーの柱 (Taylor column)という.

参考文献

Appenzeller et al., 1996: Fragmentation of stratospheric intrusions. J.Geophys.Res., 101, 1435–1456.
Ertel, H., 1942a: Ein neuer hydrodynamischer Wirbelsatz. Met. Z., 59, 271–281.
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第4章 定常軸対称渦

この章では, 完全流体中の孤立した渦の運動に注目して, 慣性系および回転系での定常軸対称渦を解析する.
まず, 回転軸 (鉛直)方向の依存性のない 2次元運動を詳しく調べ, テイラーの定常軸対称渦実験や大気中の
理想化した 3次元定常軸対称渦の形態についても触れる.

4.1 慣性系での定常軸対称渦

4.1.1 定常軸対称渦と旋衡風平衡

重力場 g の中におかれた密度一定 (ρ = ρ0)の完全流体の連続方程式および運動方程式は次で与えられる：

divu = 0, (4.1)
Du

Dt
= − 1

ρ0
gradp+ g. (4.2)

z 座標を鉛直上向きとする円柱座標 (r, θ, z)を用いて, 鉛直方向依存性のない 2次元運動 (∂/∂z = 0, w = 0)
を仮定すると, 上の方程式系は次のようになる：

1
r

∂

∂r
(ru) +

1
r

∂v

∂θ
= 0, (4.3)(

∂

∂t
+ u

∂

∂r
+
v

r

∂

∂θ

)
u− v2

r
= − 1

ρ0

∂p

∂r
, (4.4)(

∂

∂t
+ u

∂

∂r
+
v

r

∂

∂θ

)
v − uv

r
= − 1

ρ0r

∂p

∂θ
, (4.5)

∂p

∂z
= −ρ0g. (4.6)

ここで, 速度 u = (u, v, 0)である. 運動方程式の鉛直成分 (4.6)は静力学的平衡を表している. このとき, 渦
度の鉛直成分 ζ は次で与えられる：

ζ = ez · rotu =
1
r

∂

∂r
(rv) − 1

r

∂u

∂θ
. (4.7)

ここで, 定常 (∂/∂t→ 0)で軸対称 (∂/∂θ → 0) の仮定をおくと, 連続方程式 (4.3)より ∂(ru)/∂r = 0とな
る. r = 0 で u が有限であるという条件より, 結局,

u = 0, (4.8)

となる. これを半径方向の運動方程式 (4.4)に代入して,

v2

r
− 1
ρ0

∂p

∂r
= 0, (4.9)
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図 4.1: ランキン渦の構造. (a) 渦度の鉛直成分, (b) 接線方向速度, (c) 渦の中心との圧力差, (d) 渦の中心
との自由表面高度差.

を得る. これは旋衡風平衡 (cyclostrophic wind balance)と呼ばれる状態で, 回転軸対称運動に伴う遠心力
が気圧傾度力と釣り合っている. 遠心力は v2 に比例するので, 渦の回転の向きは時計回りと反時計回りの
両方がともに可能である.

u = 0なので, 渦度の鉛直成分 ζ は次になる：

ζ =
1
r

∂

∂r
(rv). (4.10)

たとえば, 角運動量 (rv)が半径方向に一定の渦運動 (原点で発散するが)ならば, その渦度は 0である. 一
方, 角速度 ωa で剛体回転している場合には, v = rωa なので ζ = 2ωa となり, 渦度は回転角速度の 2倍で
ある.

4.1.2 ランキン渦

ある仮想的な渦度分布を与えて, それがどのような流れ場であるかを見る. 図 4.1(a)のように, 渦度が半径
a の円内で一様 (ζ0) に分布し, それより外側では 0である円形渦を考える：

ζ =

{
ζ0 (r ≤ a),
0 (r > a).

(4.11)

r ≤ a では, ∂(rv)/∂r = ζ0r より, r = 0 で v が有限であるという条件を用いて,

v =
ζ0
2
r, (4.12)

となる. 前小節で述べたように, これは角速度 ζ0/2 の剛体回転である. 一方, r > a では, ∂(rv)/∂r = 0 よ
り v = C/r となるが, r = a で v が連続であるとして定数 C を定め,

v =
ζ0a

2

2
· 1
r
, (4.13)
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となる. すなわち, 半径 a の円の外側では, 角運動量が一定 (= ζ0a
2/2)の渦運動である. これらの接線方向

の速度場を図 4.1(b) に示す.

速度分布が与えられると, 旋衡風平衡の式 (4.9)より圧力分布を求めることができる：

∂p

∂r
= ρ0

v2

r
=

⎧⎪⎨
⎪⎩

ρ0ζ
2
0

4
r (r ≤ a),

ρ0ζ
2
0a

4

4
· 1
r3

(r > a),
(4.14)

を円の中心より半径方向に積分する. 中心での圧力を pc とし, r = a で p が連続であるとして, 最終的に
次を得る：

p− pc =

⎧⎪⎨
⎪⎩

ρ0ζ
2
0

8
r2 (r ≤ a),

ρ0ζ
2
0a

2

8
(2 − a2

r2
) (r > a).

(4.15)

この結果を図 4.1(c)に示す. ただし, 無限遠方での圧力差 p∞ は p∞ ≡ ρ0ζ
2
0a

2/4 である. 圧力は渦の中心
で最も低く, r とともに単調に増加する. r = a では曲率の符合が変わっている. このような渦を定常円形
渦という.

ここで, 重力場のなかに置かれた定常円形渦を考える. 流体は静力学平衡 (4.6)にあり, 圧力はそれより上
にある流体分布で決まっている. 流体は自由表面 z = h で圧力一定 (= pa)の大気に接しているとして, あ
る基準高度 z = 0 から z = h まで (4.6)を積分する：

pa − p|z=0 = −ρ0gh. (4.16)

渦の中心での自由表面の高さを hc として, p|z=0 に (4.15)を代入すると, 最終的に次を得る：

h− hc =

⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩

ζ2
0

8g
r2 (r ≤ a),

ζ2
0a

2

8g
(2 − a2

r2
) (r > a).

(4.17)

すなわち, 渦の内側 (r ≤ a)では回転放物面となり, 外側では r2 に反比例したくぼみとなる (図 4.1(d)). こ
のような渦をランキン (Rankine)の結合渦という. 定常なランキン渦は完全流体の流れとしては存在可能
であるが, 粘性がある場合にはそのままでは保たれない. しかし, このような水面のくぼみはよく観察され
るところであり, それを理想化した解となっている.

4.2 回転系での定常軸対称渦

慣性系での定常軸対称渦に対応して, ここでは Ω で一様回転する系での定常軸対称渦を解析する. 渦の空
間・時間スケールによりいくつかの平衡状態が存在する.

4.2.1 定常軸対称渦

第 4.1.1節の枠組みを Ω で一様回転する系に拡張する. 遠心力は重力ポテンシャルに込める「伝統的な近
似」(第 2.2.2節)の下で, 密度一定 (ρ = ρ0)の完全流体の連続方程式および運動方程式は次で与えられる：

divu = 0, (4.18)
Du

Dt
+ 2Ω× u = − 1

ρ0
gradp+ g. (4.19)
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z 座標を鉛直上向きとする円柱座標 (r, θ, z)を用いて, 鉛直方向依存性のない 2次元運動 (∂/∂z = 0, w = 0)
を仮定すると, 上の方程式系は速度成分を (u, v, 0)として次のようになる：

1
r

∂

∂r
(ru) +

1
r

∂v

∂θ
= 0, (4.20)(

∂

∂t
+ u

∂

∂r
+
v

r

∂

∂θ

)
u− v2

r
− 2Ωv = − 1

ρ0

∂p

∂r
, (4.21)(

∂

∂t
+ u

∂

∂r
+
v

r

∂

∂θ

)
v − uv

r
+ 2Ωu = − 1

ρ0r

∂p

∂θ
, (4.22)

∂p

∂z
= −ρ0g. (4.23)

ここで, 定常 (∂/∂t → 0)で軸対称 (∂/∂θ → 0) の仮定をおくと, 慣性系での場合と同様に, 連続方程式
(4.20)より u = 0となる. これを半径方向の運動方程式 (4.21)に代入して, 次式を得る：

v2

r
+ 2Ωv − 1

ρ0

∂p

∂r
= 0. (4.24)

これは傾度風平衡 (gradient wind balance)と呼ばれる状態で,遠心力 (Ce ≡ v2/r),コリオリ力 (Co ≡ 2Ωv),
および, 気圧傾度力 (Pr ≡ −ρ−1

0 ∂p/∂r) が釣り合っている.

4.2.2 旋衡風平衡・傾度風平衡・地衡風平衡・慣性流

傾度風平衡 (4.24)は遠心力, コリオリ力, 気圧傾度力の 3つの力の釣合いであるが, 考える渦の時間・空間
スケールによって異なる平衡状態となる. ここでは, 遠心力とコリオリ力の比としてロスビー (Rossby)数
を導入する：

Ro ≡ Ce

Co
=
v(r0)
2Ωr0

. (4.25)

ロスビー数は遠心力とコリオリ力の相対的な重要性をあらわす無次元数である. 以下では, i) Ro 
 1, ii)
Ro ∼ 1, iii) Ro � 1 の 3つの場合に分けて, それぞれの平衡渦の特徴を示し, 現実大気中の対応物につい
て実例を紹介する.

i) Ro
 1： 旋衡風平衡

コリオリ力の効果が小さく座標系の回転の影響が無視できて, 慣性系での定常軸対称渦と同様な釣合い状
態となる. 速度 vと気圧傾度力との関係は,

v = ±
√

r

ρ0

∂p

∂r
, (4.26)

となり,適当な座標スケールの下に図 4.2の点線であらわされる. すべて,渦の中心にいくほど低圧 (∂p/∂r >
0)の低圧渦で, 渦の回転の向き (vの符合)は時計回りと反時計回りの両方がともに可能である (図 4.3の 1©
と 2©).

現実大気中の実例としては竜巻がある. その特徴的な速度は v ∼ O(10 ∼ 102) ms−1 であり, 特徴的な半径
は r ∼ O(10 ∼ 102) m であるので, 2Ω ∼ 10−4 s−1 として, ロスビー数は Ro ∼ 104 で与えられる. 竜巻の
回転の向きが両方とも同程度観測されることは, この規模の渦にとってコリオリ力が重要でないことを示し
ている.

平成 18 年 1 月 16 日 (余田 成男) note/dyn-met/vortex-steady/vortex-steady.tex



気象学 I 4.2 回転系での定常軸対称渦 53

図 4.2: 旋衡風平衡・傾度風平衡・地衡風平衡. 渦の回転速度 (横軸)と気圧傾度力 (縦軸)との関係を, それ
ぞれの場合毎に適当に無次元化して示す.

図 4.3: 旋衡風平衡・傾度風平衡・地衡風平衡. 図 4.2で丸数字で示した 7つの場合における力の釣合いの
模式図. 矢印の長さなどは比較できない.
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ii) Ro ∼ 1： 傾度風平衡

コリオリ力と遠心力が同程度で, 気圧傾度力との 3つの力の釣合いとなる. 速度 vと気圧傾度力との関係は,

v = −rΩ±
√
r2Ω2 +

r

ρ0

∂p

∂r
, (4.27)

となり, 適当な座標スケールの下に図 4.2の実線であらわされる. この場合には, 低圧渦 ( 3©と 4©)および高
圧渦 ( 5©と 6©)が可能で, それぞれ図 4.3ような力の釣合いとなる.

現実大気中の実例としては台風や総観規模の高気圧・低気圧などがある. それらの特徴的な速度は v ∼
O(10) ms−1 であり, 特徴的な半径は r ∼ O(105 ∼ 106) m であるので, ロスビー数は Ro ∼ O(1 ∼ 10−1)
で与えられる. 観測されるものは図の 3©と 5©のような力の釣合いであり, 4©や 6©のような釣合いの低圧渦・
高圧渦は観測されない. 軸対称定常解としてはともに存在可能であるが, 後者 2つは力学的に不安定な釣合
いにあると考えられる.

iii) Ro� 1： 地衡風平衡

流れの曲率が小さく遠心力が無視できる場合には,コリオリ力が気圧傾度力と釣合う地衡風平衡 (geostrophic
wind balance)となる. 速度 vと気圧傾度力との関係は,

v =
1

2Ωρ0

∂p

∂r
, (4.28)

となり, 適当な座標スケールの下に図 4.2の破線であらわされる. Ro→ 0 の極限では遠心力 (曲率)が 0と
なり, 渦ではなく平行な等圧線 (図 4.3の 7©のような状況)となる.

現実大気中の実例としては, 地球規模の周極渦がこの状況に近い. その特徴的な速度は v ∼ 10 ms−1 であ

り, 特徴的な半径は r ∼ 5× 106 m であるので, ロスビー数は Ro ∼ O(10−2) となり, ほとんど遠心力の効
果は無視できる.

以上がロスビー数の大小をもとにした釣合い状態の分類であるが, 最後に, 特別な場合として, 気圧傾度力
が 0の状態を考えておく.

iv) Pr → 0： 慣性流

傾度風平衡の式 (4.24)で気圧傾度力を 0とする (図 4.2 で 8©の場合)と, 遠心力とコリオリ力が釣合う状態
となる (図 4.3の 8©)：

v2

r
+ 2Ωv = 0. (4.29)

これより vを求めると,
v = −2Ωr, (4.30)

となり, 角速度が一定 (ω = v/r = −2Ω)の回転運動となる. 流れにのった流体粒子の回転周期は T =
2πr/|v| = π/|Ω| であり, 場の回転周期 2π/|Ω| の半分である.

この章では回転軸対称な流れを仮定したので, 慣性流も同心円の「渦」運動の解となったが, 一般に気圧傾
度力がない流れを求めると「板」の回転運動も可能である. そのときもやはり, 流れにのった流体粒子の回
転周期は T = 2πr/|v| = π/|Ω| となる (余田, 1987).
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図 4.4: テイラーの実験装置の概略図 (左)とテイラー渦 (右). (巽 1982; 図 16.3と図 16.4)

4.3 定常軸対称渦の安定性

4.3.1 テイラーの実験

これまで見てきたような基本的に回転軸 (z 軸) 方向に構造を持たない 2 次元的な定常渦運動に関して,
Taylor(1923)が興味深い実験を行なった (巽 1982;第 16-1-2節). 図 4.4(左)に示すような実験装置で, 二つ
の同軸円筒間に実験流体 (水)を満し, 内外の円筒を異なる角速度 Ω1, Ω2 で回転させる. Ω1, Ω2 がともに

小さな値の場合には, 水は円筒と同軸の円軌道に沿って流れ, 軸方向には一様な流れとなる. この流れはク
エット (Couette)流と呼ばれ, ナビエ-ストークス方程式の厳密解である. 解としては常に存在可能である
が, 実際の実験では, 内外円筒の半径 r1, r2, および, Ω1, Ω2 の値のある範囲においてのみ実現し, それ以外

図 4.5: Couette流の中立曲線 (Taylor, 1923). 内外円筒の半径は r1 = 3.55 cm, r2 = 4.035 cm で, Ω1(縦
軸), Ω2(横軸)に依存して Couette流の出現する安定な状況と別の種類の流れが出現する不安定な状況に分
れる (巽 1982; 図 16.5).
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ではクエット流は微小擾乱に対して不安定となり, 別の流れが出現する.

クエット流が実現している状況から実験パラメータをゆっくり少しづつ変えていった場合, その流れが不安
定になったところで, 円筒の軸方向に周期的な構造を持つ定常な軸対称流が出現する. 図 4.4(右)のスケッ
チに示すような流れで, 交互に回転の向きが異なる軸対称な渦列となる. これをテイラー渦と呼んでいる.
詳細は, 巽 (1982; 第 16章)を参照のこと. 線型安定性解析の具体例も示されている (図 4.5). さらに, パラ
メータを変えていくと, 接線方向にも構造を持つ螺旋流や振動流が現れ, 最終的には乱流に遷移する.

4.3.2 定常軸対称渦の慣性不安定

テイラーの実験が示すように定常軸対称な渦解が存在するということと, 実際にそのような渦が出現する
ということは, 同じではない. 定常軸対称渦が安定かどうかを吟味する必要がある. すなわち, その解に微
小な擾乱を加えて, それが減衰するか増幅するかを調べなければいけない. ここで, 微小な擾乱とは, 室内
実験や自然中に存在するゆらぎやノイズのことで, どうしても取り除くことができないものである. この避
けることができない擾乱がつねに減衰するようであれば, その渦は実際に存在できるので, これを安定な渦
という. これに対して, 擾乱が発達する場合には不安定な渦といい, 現実には観測されない. 定常な渦でも
ちょっとつついただけで崩れてしまうような渦である.

定常軸対称渦が不安定になる状況を大別すると, 軸対称性を保ったままの慣性不安定と, 軸対称性を破る波
動が基本的な役割をはたすシアー不安定とに分けられる (林, 1996). テイラー渦は, Couette流が慣性不安
定となったときに出現する, 軸対称な回転軸方向の渦列構造である. 定常軸対称渦の慣性不安定に対する変
分法を用いたエネルギー的考察は, Charney(1973; 第 4章) と林 (1996; 第 2.2節 (d))を参照のこと.

4.4 大気中の理想化した定常軸対称渦

大気中には, 切離低気圧, 寒冷渦, ブロッキング高気圧, 台風の温暖核など, 様々な総観規模の渦運動がある.
ここでは, Hoskins et al.(1985) で紹介されている, Thorpe(1985)の求めた対流圏の定常軸対称渦を概観す
る (小倉, 2000; 第 4.4節参照). この段階で Thorpe(1985)の研究に深く踏み込むことは難しいので, そのあ
らましだけを簡単に述べておく. 得られた結果の図を見て, 現実大気の総観規模渦運動を思い浮かべておく
だけでも意味があろう.

4.4.1 力学的枠組み

第 3.4節で導入したポテンシャル渦度を用いて定常な渦運動を考える. これから考える総観規模運動では,
およそ静力学的平衡と傾度風平衡を仮定できるので, これらの平衡条件のもとにテンシャル渦度の分布から
速度場や温度場の分布を見積もることができる. まず, 回転軸対称なあるポテンシャル渦度分布が与えられ
たとする. ポテンシャル渦度の定義式 (3.29)からわかるように, それは速度 (あるいは渦度)と温度 (あるい
は温位)の分布によって与えられる. 逆に, ポテンシャル渦度の分布だけから, 速度と温度の両方の分布を
決めることはできない. しかし, 静力学的平衡を仮定すれば温度場と気圧場を関係付けることができ, 傾度
風平衡を仮定すれば気圧場と速度場を関係づけることができる. すなわち, これらの温度場と速度場の関係
(温度風関係という； 後章参照)をもう一つの束縛とすれば, 適当な境界条件のもとにポテンシャル渦度の
分布から温度場と速度場の両方を同時に求めることができる. これをポテンシャル渦度の転換可能性の原
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則 (invertibility principle)という (Hoskins et al., 1985; 小倉, 2000).

まず, 基本状態として, 中緯度 (コリオリパラメータ f = 10−4 s−1) で, 高度 10 kmに圏界面があり, 16.67
kmに上端がある静止大気を考える. 対流圏および成層圏の静的安定度 (温位の鉛直傾度)はそれぞれ一定
値とし, 成層圏の値は対流圏の 6倍とする. ここに, 回転軸対称なポテンシャル渦度のアノマリー (基本状
態からの偏差)が重なったとする. 圏界面または地表面の r ≤ r0 の円内で A {cos(πr/r0) + 1} /2 のように
変化する温位分布でアノマリーを与えた場合, 誘起される回転軸対称な流れ (接線方向の水平風)はある種
の非線型ポアッソン方程式で与えられるので, その解を緩和法などにより数値的に求めることができる. ま
た, 温度風関係式より温位の分布も求められる. 詳細は Thorpe(1985)を参照のこと.

4.4.2 3次元大気中の定常軸対称渦

圏界面または地表面に半径 r0 = 1667 km の円内で, それぞれ正と負の Aで温位のアノマリーを与えた場

合に, 誘起される流れと温位の分布を示す. ただし, 外側の境界条件としては, r = 5000 km で水平風およ
び温位のアノマリーが 0とする. 図 4.6, 4.7では, r ≤ 2500 km だけを示す.

i) 圏界面に正のポテンシャル渦度アノマリーがある場合

図 4.6(上)は, 圏界面で A = −24K として, 正のポテンシャル渦度アノマリーを与えた場合であり, 切離低
気圧, 寒冷渦 の概念的なイメージである. まず, 渦の中心部分では圏界面が 4km以上低くなっており, 地上
の気圧アノマリーが −41hPaの低気圧性渦である. 接線風は反時計回りで圏界面にあるコンターの最大は
21ms−1である. 誘起される渦運動は深く地表面まで達し, 地表での最大風速は 15ms−1に近い. 一方, 静的

図 4.6: (上) 圏界面に正のポテンシャル渦度アノマリーがある場合, (下) 圏界面に負のポテンシャル渦度ア
ノマリーがある場合. ポテンシャル渦度アノマリーがある領域を陰影で示す. 太線は圏界面を表し, ほぼ水
平な細線は等温位線 (コンター間隔は 5K；上ほど高温)であり, 閉じたコンターを含む細線は接線風速の等
風速線 (コンター間隔は 3ms−1).
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図 4.7: (上) 地表面に正の温度アノマリーがある場合, (下) 地表面に負の温度アノマリーがある場合. ポテ
ンシャル渦度アノマリーがある領域を陰影で示す. 太線は圏界面を表し, ほぼ水平な細線は等温位線 (コン
ター間隔は 5K；上ほど高温)であり, 閉じたコンターを含む細線は接線風速の等風速線 (コンター間隔は
3ms−1).

安定度が大きな成層圏では, 誘起される流れがそれほど上方にまで及ばない. 温位の水平分布をみると対流
圏では渦の中心が周囲よりも低温の寒冷渦であり, 成層圏では逆に周囲よりも高温になっている. 温位の鉛
直微分が静的安定度を与えるが, 渦の中心部でみると, 正のポテンシャル渦度アノマリーがある圏界面のす
ぐ上で安定度が周囲より大きくなっている. 逆に, アノマリーのない対流圏 (および成層圏上方)では, 静的
安定度が周囲より小さくなっている. 対流圏ではとくに成層状態が不安定に近く, 対流雲が発生しやすい状
況である.

ii) 圏界面に負のポテンシャル渦度アノマリーがある場合

図 4.6(下)は, 圏界面で A = +24K として, 負のポテンシャル渦度アノマリーを与えた場合であり, ブロッ
キング高気圧の概念的なイメージである. まず, 渦の中心部分では圏界面が数 km高くなっており, 地上の
気圧アノマリーが+13hPaの高気圧性渦である. 接線風は時計回りで圏界面にあるコンターの最大は i)の
場合と同じ 21ms−1である. 誘起される渦運動は地表面まで達するが, 地表での最大風速は 6ms−1 程度で

ある. 温位の水平分布をみると対流圏では渦の中心が周囲よりも高温であり, 成層圏では逆に周囲よりも低
温になっている. 対流圏の下部では静的安定度が周囲よりも大きく, 対流雲も発生しにくい状況である.

iii) 地表面に正の温度アノマリーがある場合

図 4.7(上)は, 地表面で A = +10K として, 正の温位アノマリーを与えた場合であり, 雨は降らないけれど
台風のような温暖核 の概念的なイメージである. これは, 地表面に正のポテンシャル渦度アノマリーがあ
るとき (右下の拡大図)に誘起される流れと温位の分布とみてもよい. 図 4.6と違い, 圏界面ではなにもア
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ノマリーを与えていないので, 誘起される流れや温位の偏差は地表面で一番大きく, 上方に行くほど小さく
なっている. 圏界面は, 渦の中心でわずかに低くなっている程度である. 地上の気圧アノマリーは−31hPa
の低気圧性渦であり, 接線風は反時計回りで最大値は 16ms−1である. 温位の水平分布をみると全層で渦の
中心が周囲よりも高温の温暖核である. 静的安定度は渦の中心部が一番小さい.

iv) 地表面に負の温度アノマリーがある場合

図 4.7(下)は, 地表面で A = −10K として, 負の温位アノマリーを与えた場合であり, 冬のシベリア高気圧
のような寒冷高気圧 の概念的なイメージである (かな?). iii)の場合と同様に, 誘起される流れや温位の偏
差は地表面で一番大きく, 上方に行くほど小さくなっている. 地上の気圧アノマリーは +18hPaの高気圧
性渦であり, 接線風は時計回りで最大値は 17ms−1である. 全層で渦の中心が周囲よりも低温の寒冷核であ
る. 静的安定度は渦の中心部が一番大きい.
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第5章 渦糸群および渦パッチの運動学

2次元の完全流体中で複数の渦が互いに近い位置に存在した時に, それらはどのように相互作用するのか,
またどのような動きをするのか, ということを考える. 2次元非圧縮完全流体の運動は渦度方程式で記述で
きるが, 初期状態の渦度が任意の空間分布で与えられる場合には, 時間発展を解析的に求めることは不可能
である. 一般に, 差分モデルまたはスペクトルモデルで数値的に解くことになる. しかし, この章では, 渦度
分布が二つの特別な状況を考えて, 出来る限り解析的に渦の運動学にアプローチする.

まず, ある理想化した渦である渦糸の相対運動を調べる. 渦糸とは, それぞれの渦度が一本の線 (2次元面内
では点)に集中しているとしたときの線のことである. ひとつの渦糸によって誘起される速度場は解析的に
与えられ, 複数の渦糸系では, 速度場が各渦糸によって誘起される速度の和として表わされる. これより各
渦糸の場所での速度もわかるので, 渦糸群の運動を解析的または数値的に求めることができる.

つぎに, 渦度分布が分割された領域毎に一様 (一定値)である渦パッチを考える. この時, 速度場は単一渦
度領域の境界線 (コンター)と渦度の増分値によって与えられるので, コンターの位置の時間発展を数値的
に求めることが可能である. このような状況設定で渦パッチ (群)の時間発展を数値的に求める方法はコン
ター ダイナミクスと呼ばれている.

5.1 渦糸群の運動

5.1.1 複素速度ポテンシャル

2次元非圧縮完全流体の渦なし流 (ポテンシャル流)を考える (巽, 1982; 第 8章). 直角座標系 (x, y)で速度
(u, v)は, 速度ポテンシャルを Φ, 流れ関数を Ψ として, 次で与えられる：

u =
∂Φ
∂x

=
∂Ψ
∂y

,

v =
∂Φ
∂y

= −∂Ψ
∂x

.

⎫⎪⎬
⎪⎭ (5.1)

流れ関数の定義 (符合)が気象力学の慣例と逆であることに注意しよう. 非圧縮なので, divu = 0 より,

∆2Φ = 0, (5.2)

である. ただし, ∆2 は 2次元ラプラシアン演算子 ( = ∂2/∂x2 + ∂2/∂y2)である. 2次元の場合, 渦度ベク
トルは常に流れの面に垂直であるので, その大きさをスカラー量 ω とすると, 渦なし流では ω = 0 である.
流れ関数を用いると ω = −∆2Ψ であるので, 渦なし流では,

∆2Ψ = 0, (5.3)

となっている.
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複素変数 z = x+ iy を導入し, 複素速度ポテンシャルを,

W = Φ + iΨ, (5.4)

で定義する. (5.1)式は, W が z の正則関数であるための必要十分条件を表している. 正則関数においては,
微分係数は微分の方向にはよらないから,

dW

dz
=
∂W

∂x
=
∂Φ
∂x

+ i
∂Ψ
∂x

= u− iv, (5.5)

となる. すなわち, z の正則関数 W (z) が与えられれば, その微分係数の実数部と虚数部が速度の各成分を
与えることになる. ある与えられた境界条件のもとで 2次元非圧縮完全流体の渦なし流を求める問題は, 境
界条件を満たすような正則関数 W (z) を求める問題 (複素関数論の問題)に帰着する.

5.1.2 渦糸

極座標系 (r, θ) で, 原点 r = 0 に置いた一本の渦糸の誘起する渦なし流の複素速度ポテンシャル W は,
z = reiθ として,

W = −iκ log z = κθ − iκ log r, (5.6)

で与えられる. ただし, κ は実定数である. この流れの流線は, r = 一定, つまり原点を中心とする同心円群
で与えられる. ur = 0 であり, 円周方向の速度成分 uθ は,

uθ =
1
r

∂Φ
∂θ

=
κ

r
, (5.7)

である. また, このとき原点を一周する任意の閉曲線に沿う循環 Γ は,

Γ = 2πκ, (5.8)

である.

渦糸のまわりの流れは, κ > 0 のときには反時計回り, κ < 0 のときには時計回りの「渦」になっている (第
5.1図). 渦なし流が「渦」運動をしているというのは一見奇妙であるが, 渦なしとは流体の微小部分が自転
していない (渦度が原点を除いていたるところでゼロである)ことを意味するのであり, 流線が円形で大局
的に円周「渦」運動をしていることと矛盾しない.

5.1.3 渦糸群の運動

2 次元直角座標系で N 個の渦糸が存在する場合を考える. n 番目の渦糸のもつ循環を Γn, その位置を
(xn, yn)とすると, これらの渦糸系で誘起される流れの複素速度ポテンシャルは,

W =
1

2πi

N∑
n=1

Γn log(z − zn), (5.9)

で与えられる. これを (5.5)式に代入すれば, 任意の場所 z での速度が求められる.

いま, m番目の渦糸に着目すると, この渦糸は他のすべての渦糸の誘起する速度によって運動するから, そ
の速度は,

dz∗m
dt

= um + ivm =
[
d

dz

(
W − Γm

2πi
log(z − zm)

)]
z=zm

=
1

2πi

N∑
n=1,n�=m

Γn

zm − zn
, (5.10)

平成 18 年 1 月 16 日 (余田 成男) note/dyn-met/vortex-pointspatch/vortex-pointspatch.tex



気象学 I 5.1 渦糸群の運動 63

図 5.1: 渦糸のまわりの流れ (κ > 0). 渦の中心が渦糸の位置 (×印).

で与えられる. ここで, ○ ∗ は○の複素共役を表わす. 結局, N 個の渦糸系の運動は, この N 個の複素連立

方程式 (5.10)によって完全に記述できる.

ここで, 渦糸系を構成する各渦糸の相互位置のみによって決まる実関数,

H = − 1
4π

N∑
m=1

N∑
n=1,m �=n

ΓmΓn log rmn,

rmn = |zm − zn| =
√

(xm − xn)2 + (ym − yn)2,

⎫⎪⎪⎬
⎪⎪⎭ (5.11)

を定義すると, 渦糸系の運動方程式 (5.10)は,

Γm
dz∗m
dt

= 2i
∂H

∂zm
, (5.12)

で表される. これを実数部と虚数部に分解して,
∂

∂z
=

1
2

(
∂

∂x
− i ∂

∂y

)
であることを考慮すると,

Γm
dxm

dt
=

∂H

∂ym
, Γm

dym

dt
= − ∂H

∂xm
, (5.13)

となる. この方程式は, xm, ym を互いに正準共役な変数とするときのHamiltonの正準方程式であり, H
はHamilton関数である.

(5.13)式より, 次のような渦糸系の一般的性質を導き出せる (巽, 1982; 第 9-3-1節)：

• H は相対距離 rmnだけの関数であり, 渦糸系全体を平行移動・回転させても不変である.
• ∑Γm �= 0の場合, 渦糸系の重心 z0 ≡

∑N
m=1 Γmzm/

∑N
m=1 Γm は不変である.

• ∑Γm = 0 の場合, 渦糸系を任意の 2群に分けてそれぞれの群の重心を定義すれば, それらの重心の
相対的位置は不変である.
• 原点まわりの渦糸系の慣性モーメント I ≡∑N

m=1 Γm(x2
m + y2

m) は不変である.
• 原点まわりの渦糸系の角運動量 A ≡∑N

m=1 Γm(xmdym/dt− ymdxm/dt) は不変である.
• H は時間的に不変である.
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5.1.4 2本の渦糸の運動

2次元渦糸群の具体的な運動を調べるには, (5.13)式の解を求めればよい. 2本の渦糸系の運動は解析的に
調べられる. Hamilton関数 (5.11)は,

H = − 1
2π

Γ1Γ2 log r12 =一定, (5.14)

となり, 渦糸間の距離は一定値 r12 = dとなる. Γ1 + Γ2 �= 0 ならば重心の位置が不変であり, 二つの渦糸
は重心を中心とする円運動を行なう. ここで, 重心は,

(x0, y0) =
(

Γ1x1 + Γ2x2

Γ1 + Γ2
,
Γ1y1 + Γ2y2

Γ1 + Γ2

)
, (5.15)

である. また, 渦糸系の角運動量は不変であり, 二つの渦は重心のまわりを一定の角速度で回転する. 二つ
の正符号の循環の渦を台風になぞらえたとき, このような二つの渦の動きを藤原の効果という (第 5.3節).

一方, Γ1 + Γ2 = 0, すなわち, Γ1 = −Γ2 = Γと書き表せる場合には, 重心は定義できず, 二つの渦糸は同じ
速度

dz1
dt

=
dz2
dt

=
1

2πi
Γ

z∗2 − z∗1
, (5.16)

で運動する. このような渦対は, 渦を結ぶ直線に垂直に Γ/(2πd)の速さで進む.

(5.14)式を (5.13)式に代入して, ⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

dx1

dt
=

1
Γ1

∂H

∂y1
= −Γ2

2π
y1 − y2
d2

,

dy1
dt

= − 1
Γ1

∂H

∂x1
=

Γ2

2π
x1 − x2

d2
,

dx2

dt
=

1
Γ2

∂H

∂y2
=

Γ1

2π
y1 − y2
d2

,

dy2
dt

= − 1
Γ2

∂H

∂x2
= −Γ1

2π
x1 − x2

d2
,

(5.17)

を得る. 2本の渦糸の運動は, これらの連立常微分方程式系を時間積分することにより求めることができる.
Γ1 と Γ2 の符合, 大きさに依存して, それぞれ, 重心を中心とした円運動を行なう.

5.1.5 3本以上の渦糸の運動

3本の渦糸系でも, 循環の値が同じ場合など特別なときには, 規則的な円運動となる. 一般に, 渦糸の強さが
Γ−1

1 + Γ−1
2 + Γ−1

3 �= 0 を満たすときには, つねに連続微分可能な時間発展解が存在する. Γi の値により複

雑に見える軌道を描くが, 3本の渦糸の力学系は 2次元力学系に帰着できることが証明されており, カオス
的な軌道は存在しない (岡本, 1995). 一方, Γ−1

1 + Γ−1
2 + Γ−1

3 = 0 のときには, 解が有限時間で爆発するこ
とがある. 渦の 3体衝突が起こり, 速度が無限大となる. 4本以上の渦糸系では, カオス的な軌道が可能で
ある.

5.1.6 カルマン渦列

同じ強さ (循環 Γ)の渦糸が一直線上に等間隔に並んだものを渦列という (巽, 1982; 9-3-3節). これと平行
に循環 −Γの渦糸からなるもう一つの渦列をおいた場合, これらを平行渦列という. 一つの渦列や平行渦列
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は外部擾乱に対して不安定であり, 渦列の配置は時間とともに崩れていく. ただし, 渦列が互い違いに並ぶ
平行渦列の場合で渦糸間の距離 l と渦列の間隔 b が b/l = 0.2806の関係を満すときには, この平行渦列は
中立安定である. このような渦列の理論的研究者にちなんでカルマン (Kármán)渦列という. 現実には, 円
柱のような柱状物体を一様な流れの中に流れと直角におくと, レイノルズ数 (Re ≡ UL/ν)が 102 ∼ 103の

程度の範囲では, 物体の背後にできた渦が交互に剥離して, 下流に規則正しい 2列の渦列をつくる. カルマ
ン渦列はこのような渦列を理想化したものといえる. 実際に観測される渦列は, 粘性の影響を受けているけ
れど, l と b の比はほぼ理論値に近い値となる.

カルマン渦列の室内実験については, 佐藤 (1997)の報告を参照のこと. 実験風景や流れの写真, 動画などを
見ることができる.

5.2 渦パッチの運動： コンター ダイナミクス

5.2.1 状況設定

2次元非圧縮完全流体を考える. 速度を u(x, y, t), 渦度の垂直成分を ω(x, y, t)とすると, その運動は渦度
のラグランジュ的保存則で記述できる： (

∂

∂t
+ u · grad

)
ω = 0, (5.18)

ω = k · rotu. (5.19)

いま, 渦度 ω の分布が離散的であるとして,

ω(r, t) = ω(j), (r ∈ Dj), (5.20)

で与えられるとする. これらを渦パッチと呼ぶ. 各領域 Dj の中では渦度 ω(j) がラグランジュ的に保存す

るので, 領域の境界 Cj の運動を追うだけで, 渦度分布 ω(r, t)の時間変化を求めることができる.

2次元非発散なので流線関数を導入すると, (5.19)式がポアッソン方程式となる. 与えられた渦度分布に対
して適当な境界条件の下にこれを解くと, 流れの場が得られることになる. その流れを (5.18)式に代入す
れば, 渦度の時間変化がわかり, 新たな渦度分布が得られる. これを繰り返せば渦度場 (流れ場)の時間発展
する様子を求めることができる. 渦パッチの場合には, 領域積分が境界 Cj に沿っての一周線積分で置き換

えられるので, 結局, 領域 Dj 内の渦度の値 ω(j) と境界 (コンター) Cj の位置だけで系の時間発展が計算

できる. 実際のコンターダイナミクスの数値計算では, コンターを有限の点列 {r(j)
i ; i = 1, 2, · · · , Ij} で表

す. コンターが伸びるに従ってその線密度が変化するので, 点列を再配置したり新たな点を加えたりする必
要である (Dritschel, 1989).

コンターダイナミクスの特徴を以下に列挙しておく.

長所：

• 系の状態がコンターの位置・形だけで記述できる.
• コンターの時間発展は各コンターの位置関係から計算できる.
• 2次元問題が 1次元の線積分に還元されるので, 計算時間が著しく短縮される.
• 非定常的な振舞いが容易に取り込める.
• スペクトル法との比較により信頼性が確かめられている.

短所：
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• 完全流体の枠組みをはずすことが難しい. つまり, 散逸過程が重要な問題には適していない.
• コンターレベル数が少ないと現実性が薄まり, 概念モデルの色彩が濃くなる.

5.2.2 定式化

流線関数 ψ(x, y, t)を導入する (気象力学の慣例表記)：

u(x, y, t) = k × gradψ(x, y, t), (5.21)

∆2ψ(x, y, t) = ω(x, y, t). (5.22)

渦度の分布 ω(x, y, t)に対してこのポアッソン方程式を解けば, 各点での速度を求めることができる. 方程
式 (5.22)の一般解はグリーン関数を用いて,

ψ(x, y, t) =
∫∫

ω(ξ, η, t)G(r) dξ dη, (5.23)

で与えられる. ここで, r =
√

(x− ξ)2 + (y − η)2, ∆2G(r) = δ(r) である. 2次元平面ではグリーン関
数は,

G(r) =
1
2π

log r, (5.24)

なので,

ψ(x, y, t) =
1
2π

∫∫
ω(ξ, η, t) log r dξ dη, (5.25)

となる. これより, 速度の u 成分は次のようになる：

u = −∂ψ
∂y

= − 1
2π

∂

∂y

{∫∫
ω(ξ, η, t) log r dξ dη

}
= − 1

2π

∫∫
ω(ξ, η, t)

∂

∂y
log r dξ dη. (5.26)

ここで, 一般に,
(
∂f(y − η)

∂y

)
η=const.

= −
(
∂f(y − η)

∂η

)
y=const.

だから,

u =
1
2π

∫∫
ω(ξ, η, t)

∂

∂η
log r dξ dη, (5.27)

となる. これを η で部分積分すると,

u =
1
2π

[∫
ω(ξ, η, t) log r dξ

]∞
η=−∞

− 1
2π

∫∫
∂ω

∂η
log r dξ dη, (5.28)

となる. 境界条件より右辺第 1項はゼロとなる. また, 第 2項の ∂ω/∂η はコンター上でのみ値をもち, η で
積分した値はコンターを挟んでの渦度の増分値と等しい. コンター Cj を内側に横切ったときの渦度増分

値を ω̃(j) とし, 線積分を反時計回りにすると, 最終的に,

u = − 1
2π

∑
j

ω̃(j)

∮
Cj

log r dξ, (5.29)

を得る. v も以上のことを同様におこなって,

v = − 1
2π

∑
j

ω̃(j)

∮
Cj

log r dη, (5.30)
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となる. これらをまとめると, 任意の点 r での速度は,

u(r) = − 1
4π

∑
j

ω̃(j)

∮
Cj

log |r − r(j)|2 dr(j), (5.31)

で与えられる. 結局, コンターの位置 {r(j)
i }がわかれば, これより任意の点の速度がわかることになる. 当

然コンター上の速度も得られるわけで, その速度でコンターを移流させることによりコンターの位置の時
間発展を求めることができる.

5.2.3 数値実験

地球流体力学計算機実験集 (余田, 1999)のコンターダイナミクスモデルでは, (1)不安定な単一の楕円渦の
時間発展, (2)二つの円形渦の相互作用, の二つの実験ができる.

前章でみたランキンの結合渦は, 時間変化しない定常な渦である. この渦が偏平になり楕円形内で渦度が一
定値 ω0 である楕円渦を考えよう. 偏平率 (長軸と短軸の比)が λ の楕円渦は, 一定の回転角速度

γ =
λω0

(1 + λ)2
, (5.32)

で回転する (巽, 1982; 第 9-2-1節 (iii)). 偏平率が小さく円形に近い渦ほど速く回転する. 一方, 偏平率の大
きい楕円渦は不安定であり, 微小な擾乱を加えるだけで渦が変形し崩壊していく (第 5.2図). 楕円渦の線型
安定性は古くから調べられており, 波数が 3の擾乱に対して λ > 3の楕円渦は不安定であることがわかっ
ている (Love, 1893). 不安定な楕円渦が変形・崩壊していく様子は, 偏平率や擾乱の波数に依存してさまざ
まな様相を示す (堀居, 1997; 水田・他, 1998).

図 5.2: コンターダイナミクスモデルによる楕円渦の変形・崩壊をみる実験 (余田, 1999). λ = 6, 初期に原
点半対称な波数 3の擾乱を与えた場合. 楕円渦の一端からストリーマーを伸ばして, 渦が崩れていく. 直交
する 2本の破線は, 擾乱がない時の楕円渦の回転を表している. 渦が変形して偏平でなくなるとより速く回
転するようになる.
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図 5.3: コンターダイナミクスモデルによる二つの円形渦の相互作用をみる実験 (余田, 1999). 同一の大き
さで同一の渦度の円形渦を近接して置いた場合, 二つ渦はストリーマーを伸ばして融合し, やがて一つの大
きな渦となる.

二つの円形渦 (ランキン渦)の相互作用をみる実験は, 第 5.1.5節で解析した二本の渦糸系を一般化したもの
である. 渦糸は渦運動の中心だけに特異点的に渦度を与えるのに対して, ランキン渦では有限の円形領域に
一定の渦度を与える. 円の半径が渦間距離に比べて十分に小さければ渦糸近似が可能であるが, そうでなけ
れば二つの渦は相互作用して, それぞれ変形していく. 一方の渦によって誘導される流れは剛体回転ではな
いので, 有限の大きさの渦は変形をうける. 例えば, 同一の大きさで同一の渦度の円形渦を近接して置いた
場合, 二つ渦は二本のストリーマーを伸ばし, 互いに巻き込みながら融合して, やがて一つの大きな渦とな
る (第 5.3図). 渦の強さ, 半径, 渦間距離に依存して, さまざまな時間発展をする.

5.3 大気中における渦の運動と変形

5.3.1 台風の相対運動：藤原効果

二つの渦糸が重心のまわりを一定の角速度で回転する状況は, 二つの台風が接近したときの相対運動に見
ることができる. 藤原効果について気象科学事典 (日本気象学会, 1998)より引用する：

藤原効果 2個の台風が接近して存在する場合に, 両者の中間のある点のまわりを反時計回りに (南半球では
時計回りに)互いに回転し合う相対運動のこと. 中央気象台長を務めた藤原咲平が初めて提唱したこ
とからこの名がある. 片方の台風がほとんど静止状態になる一方で, 他方が急に速度を早めて移動す
ることもある. 経験的には台風間の距離が 800km程度より近くなると藤原効果が現れ始める.

Fujiwhara(1921)の論文には流れる水の表面にみられる渦群の写真や渦状の雲の観察スケッチもあり, それ
らの渦の運動についてもいろいろ議論している.
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図 5.4: 気象衛星「ひまわり」の画像で見た 1996年の台風 20号と 21号の動き (藤井, 2001). 左上： 9月
29日 21時, 右上： 30日 03時, 左下： 30日 09時, 右下： 30日 15時.

図 5.5: 1964年の台風 14号と 16号の中心位置の動き (藤井, 2001).

図 5.4は, 気象衛星「ひまわり」の画像でみた一例で、2つの台風が相互に影響しながら運動している様子
を示している。1964年の台風 14号と 16 号の中心位置の動きを追いかけたものを図 5.5に示す. 18日から
20日にかけて, 反時計回りにおよそ 1回転している.

5.3.2 カルマン渦列

冬季の「ひまわり」写真をみていると, 寒気の吹き出しがある頃に韓国済州島の風下に平行な渦列をみかけ
ることがある (菊地, 2000). 島によってできた渦が交互に剥され下流に流されていく, というのが基本的な
力学のイメージである. 図 5.6はランドサット衛星で観測された南太平洋ロビンソンクルーソー島の例であ
る (DeFelice et al., 2000). 必ずしも実験室のような 2 次元的な流れの状況ではなく, カルマンの理論通り
ではないが, 自然の中で渦列ができ, 雲によって可視化されるという, 興味深い事例となっている.
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図 5.6: 1999年 9月 15日, ロビンソンクルーソー島 (33.75S, 80.75W)の風下に見られた渦列 (DeFelice et
al., 2000より). 島の幅は 6.44 km, 長さは 12.88 km, 島の大部分が海抜 600 m以上で, 最高峰は 1640 m.

5.3.3 成層圏周極渦の変形と崩壊

成層圏の周極渦は地球上にある最も大きな渦である (図 5.7). 冬季には, 極夜ジェットとして知られる強い
偏西風が極域を取り巻くように流れている. ジェットの流軸域ではポテンシャル渦度の水平勾配が大きく,
周極渦の縁となっている. 渦の内外では水平混合が盛んであり, それぞれポテンシャル渦度がおよそ一様と
なっている. そのような状況を念頭に置いて, この章で取り上げた単一渦のコンターダイナミクスモデルを
成層圏周極渦の概念モデルとして使うことがある. 楕円渦がストリーマーを出して崩壊していく過程 (図
5.2右下)は, 成層圏突然昇温時の周極渦崩壊現象 (図 5.7右, McIntyre andPalmer, 1983)のアナロジーと
みなすことができる. 成層圏周極渦崩壊現象の解説として余田 (1998)を参照のこと.

図 5.7: 850 K 等温位面 (成層圏中部の 10hPa付近) でのポテンシャル渦度分布 (McIntyre and Palmer,
1983). 1979年 1月 17日 (左), 27日 (右). 緯度円の最南端は北緯 20度. ポテンシャル渦度を等温位面で描
くと大気の 2次元的なラグランジュ的運動を容易に想像することができる.
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第6章 2次循環とスピンダウン

第 4章では完全流体中の定常軸対称渦を解析した. また, 第 5章では完全流体中の渦の運動や変形を考え
た. しかし, 現実には粘性の働きによって渦はやがて減衰する. 渦の減衰には, 「境界層」の存在, 2次的な
循環による「スピンダウン」など, 簡単でない過程が含まれている. まず, コーヒーカップの中の渦につい
てその減衰過程を概観し, 次に大気中の大規模な渦の減衰を解析する. 渦粘性の概念を導入し, パラメータ
展開によるスケール解析の手法を用いて系統的に惑星境界層の理論を構築する. そして, 渦運動に伴う 2次
循環を求め, スピンダウンの速さを見積もる.

6.1 コーヒーカップ渦のスピンダウンに関するお話

木村 (1985, 第 5章)や木田 (1994, 第 8章)は, コーヒーカップの中の渦運動をとりあげて, 台風や海洋中の
渦の発達・減衰とのアナロジーを考察している. この節では, まずコーヒーカップの中の渦運動の減衰に関
する力学を紹介する.

コーヒーをスプーンでかき混ぜてできた渦は, 深さ方向に変化しない 2次元運動になろうとする性質があ
る. これをテイラー・プラウドマン (Taylor - Proudman)の定理という. カップの底では粘性の働きで速度
がゼロ (粘着条件)のはずであるが, 粘性によって速度が小さい値をもつのは境界付近の厚さ 1 mm程度の
薄い層内だけである. このような層を境界層 (boundary layer)と呼ぶ. 図 6.1左は粘性の影響を受けない
「自由流体」中の 2次元的な渦運動と境界層の模式図である. この境界層をエクマン (Ekman)層という. ま
た, 同様に側壁付近にはスチュワートソン (Stewartson)層と呼ばれる境界層ができる (図 6.1右).

図 6.1: コーヒーカップ中の渦運動に伴う境界層 (木田, 1994; 図 8.6). (左) 自由流体中の 2次元的な流れと
エクマン境界層, (右) 自由流体中の剛体回転的な流れとスチュワートソン境界層.
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74 気象学 I 第 6章 2次循環とスピンダウン

図 6.2: コーヒーカップ中の渦運動のスピンダウン (木田, 1994; 図 8.7). (左) 力の釣合い, (右) 2次循環.

運動方程式で粘性項によって渦が弱くなる程度を見積もってみる. スプーンでかき混ぜてできた渦の特徴
的な速さを U ∼ 10−2 m/s, 空間的大きさを L ∼ 10−1 m とすると, 水の動粘性係数は ν = 10−6 m2/sな
ので, 減衰の時間スケールは U/τ ∼ νU/L2 より, τ ∼ L2/ν = 104 s と見積もれる. これは約 3時間であり,
日常経験と掛け離れた値である. このようにコーヒーカップの中の渦は単純に分子運動によって境界に近
いところから徐々に減衰しているとは考えられず, 別の減衰過程を考える必要がある.

スプーンでかき混ぜてできた渦は, 自由流体中では基本的に剛体回転で, 圧力傾度力と遠心力が釣合う旋衝
風平衡が成り立っている. ところが, 底の境界層内では摩擦のために速度が小さく, 遠心力も小さな値とな
る (図 6.2左). 圧力傾度力は水面 (回転放物面)の傾きと同じで深さによらず一定であるから, 境界層内で
は旋衝風平衡が破れ, 流体粒子は高圧部から低圧部に向かって流れる. すなわち, カップの底では, 図 6.2右
に示したようなカップの中心に向かう流れができる. 一方, 自由流体中では流体の連続性によりカップの縁
に向かう流れとなる. このようにしてできた渦に伴う鉛直面内の流れを 2次循環という. 1次循環は水平の
渦運動である.

境界層内を収束してきた流れは摩擦の働きで v ∼ 0だから, そのような流体粒子が自由流体中を外側に流
れるときには, 角運動量の保存により v ∼ 0 となる. すなわち, そのような流体粒子が外側に拡がるにつれ
て, 渦運動が弱まっていく. このような過程を渦のスピンダウンという. スピンダウンの時間スケールは, 2
次循環の強さを U2として, τ ∼ L/U2で与えられる. U2 ∼ 10−3 m/s ならば τ ∼ 102 sであり, U2 ∼ 10−4

m/s でも τ ∼ 103 s だから, 分子粘性だけの見積もりより十分小さな (日常経験に合致する)値となる.

6.2 渦粘性

コーヒーカップ渦の減衰で役割を果たしたのは, 分子の熱運動によって生じる粘性, 分子粘性 (molecular
viscosity)であった. 動粘性率 ν は, 1気圧, 20◦Cの空気で 1.50 × 10−5 m2/s, 水では 1.00 × 10−6 m2/s
である. これに対して, 地球規模での大規模な流れに対する粘性はミクロな分子粘性ではなく, 流体が乱
流状態であることに起因するマクロな粘性, 渦粘性 (eddy viscosity)である. 渦粘性は乱流粘性 (turbulent
viscosity)と呼ばれることもある. まずこの節では, 渦粘性の概念を紹介し, その定式化を行なう.

Ωで回転する系での均質非圧縮流体 (ρ = ρ0 =一定)の運動方程式および連続方程式は次で与えられる：

∂u

∂t
+ (u · grad)u + 2Ω× u = − 1

ρ0
gradp+ ν∆u + g, (6.1)

divu = 0. (6.2)

ここでまず, 速度 u を二つの部分に分けることを考える. 興味の対象である大規模な流れ < u > と, それ
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気象学 I 6.2 渦粘性 75

より小規模な乱流部分 u′ に分ける. 後者が大規模な流れに影響を及ぼすという点を除いて, そのような乱
流状態の詳細には興味がないとする. このような分割は一意にできるわけではなく, 我々の興味に依存して
いる. 記号 <○ >と○′ をある点における時間平均とそれからのずれとして,

u =< u > +u′, (6.3)

と書くことにする. これを運動方程式 (6.1)に代入すると次になる：(
∂

∂t
+ (< u > +u′) · grad

)
(< u > +u′) + 2Ω× (< u > +u′)

= − 1
ρ0

grad(< p > +p′) + ν∆(< u > +u′) + g. (6.4)

ここで, この運動方程式の両辺の平均をとる. 平均の定義により < u′ >= 0 であることに注意して,(
∂

∂t
+ < u > ·grad

)
< u > + < (u′ · grad)u′ > +2Ω× < u >

= − 1
ρ0

grad < p > +ν∆ < u > +g, (6.5)

を得る. ここで, < (u′ · grad)u′ > が, 小規模な乱流部分が大規模な流れに及ぼす効果の項で, それ以外の
項は大規模な流れの変数だけで記述されている.

< (u′ · grad)u′ > の中身を見てみよう. その ex 成分は次のように変形できる：

< u′
∂u′

∂x
+ v′

∂u′

∂y
+ w′ ∂u

′

∂z
>

=<
∂

∂x
(u′2) +

∂

∂y
(u′v′) +

∂

∂z
(u′w′)− u′

(
∂u′

∂x
+
∂v′

∂y
+
∂w′

∂z

)
>,

=
∂

∂x
< u′2 > +

∂

∂y
< u′v′ > +

∂

∂z
< u′w′ > . (6.6)

ここで, 2 行目から 3 行目への変形では連続方程式 (6.2) を平均した結果を用いている. 同様にして <

(u′ · grad)u′ > の各成分を求めると, 以下のテンソル T を用いて,

< (u′ · grad)u′ >= − 1
ρ0

grad · T, (6.7)

T =

∣∣∣∣∣∣∣
−ρ0 < u′2 > −ρ0 < u′v′ > −ρ0 < u′w′ >
−ρ0 < u′v′ > −ρ0 < v′2 > −ρ0 < v′w′ >
−ρ0 < u′w′ > −ρ0 < v′w′ > −ρ0 < w′2 >

∣∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣∣
τxx τyx τzx

τxy τyy τzy

τxz τyz τzz

∣∣∣∣∣∣∣ , (6.8)

と書ける. ここで, テンソル T はレイノルズ (Reynolds)応力と呼ばれるもので, (6.3)式により速度場を大
規模と小規模に分けたから出てきた項である.

結局, 大規模な流れに対する運動方程式は,

∂

∂t
< u > +(< u > ·grad) < u > +2Ω× < u >

= − 1
ρ0

grad < p > +ν∆ < u > +
1
ρ0

grad · T + g, (6.9)

と書ける. この式は大規模場の変数だけで閉じていない. 小規模場の影響がレイノルズ応力 T を通して大

規模場の運動方程式に入っている. T をどう求めどう表現するかは, 乱流理論で closure 問題と呼ばれる
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76 気象学 I 第 6章 2次循環とスピンダウン

難しい問題である. 例えば, T の時間発展を陽に記述する方程式を導くと小規模場変数のより高次の相関が

出てくるので, どこかで何らかの仮定を置いて方程式系を閉じる (closure)必要がある.

ここでは分子粘性のアナロジーを用いた closureの簡便法を紹介する. 混合距離理論 (mixing length theory)
と呼ばれるものである (例えば, Holton, 1979; 第 5.1節, および, Holton, 1992, 第 5.3.3節を参照). レイノ
ルズ応力が大規模な流れの勾配に比例するとして,

τxx

ρ0
= 2AH

∂ < u >

∂x
,

τyy

ρ0
= 2AH

∂ < v >

∂y
,

τzz

ρ0
= 2AV

∂ < w >

∂z
,

τxy

ρ0
=
τyx

ρ0
= AH

(
∂ < v >

∂x
+
∂ < u >

∂y

)
,

τxz

ρ0
=
τzx

ρ0
= AV

∂ < u >

∂z
+AH

∂ < w >

∂x
,

τyz

ρ0
=
τzy

ρ0
= AV

∂ < v >

∂z
+AH

∂ < w >

∂y
,

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭

(6.10)

とする. ここで, 乱流運動は非等方的であるとして, 水平方向と鉛直方向に異なる比例係数 AH , AV を仮定

している. これらは渦粘性係数と呼ばれ, AH が水平渦粘性係数であり, AV が鉛直渦粘性係数である. この
とき, 大規模な流れに対する運動方程式 (6.9)のレイノルズ応力がどう書けるかを見てみよう. ρ−1

0 grad · T
の ex 成分は次のように変形できる：

ex ·
(

1
ρ0

grad · T
)

=
1
ρ0

(
∂τxx

∂x
+
∂τyx

∂y
+
∂τzx

∂z

)
,

= 2AH
∂2 < u >

∂x2
+AH

(
∂2 < v >

∂x∂y
+
∂2 < u >

∂y2

)
+AV

∂2 < u >

∂z2
+AH

∂2 < w >

∂x∂z
,

= AH

(
∂2 < u >

∂x2
+
∂2 < u >

∂y2

)
+AV

∂2 < u >

∂z2
+AH

∂

∂x

(
∂ < u >

∂x
+
∂ < v >

∂y
+
∂ < w >

∂z

)
,

= AH

(
∂2 < u >

∂x2
+
∂2 < u >

∂y2

)
+AV

∂2 < u >

∂z2
. (6.11)

ここで, やはり連続方程式を用いている. 同様にして他の成分を求めると, 最終的にレイノルズ応力の項は
つぎのように書ける：

1
ρ0

grad · T =
{
AH

(
∂2

∂x2
+

∂2

∂y2

)
+AV

∂2

∂z2

}
< u > . (6.12)

これでレイノルズ応力項を大規模な流れ< u >だけで表すことができたので, 大規模な流れに対する運動
方程式 (6.9)は, 大規模な場の変数 <○ > だけで閉じることになる.

実際の乱流運動でこのような関係式が成り立つという物理的根拠はとくにないことに注意すべきである.
AV , AH の見積もりは <○ > の空間スケールにも依存しているが, 大気の場合, AV は地面付近で 10 m2/s
程度, 自由大気中ではそれ以下であり, AH は 105 m2/s 程度である (例えば, Pedlosky, 1979; 4.2節). ま
た, 海洋の場合, AV は 10−4 ∼ 10−1 m2/s 程度, AH は 10 ∼ 104 m2/s 程度と考えられている (同じく,
Pedlosky, 1979). これらの値が分子粘性の粘性係数 ν に比べて, はるかに大きいことに注意すべきである.
もっとも, これらの値の見積もりにはいろいろ曖昧なところがあるので, 理論計算の結果がこれらの値に敏
感に依存するようならばその結果を信用するわけにはいかない. ただ, 曖昧さがあるにしても, このような
簡便法の使用は, 摩擦力が働く状況での大規模な力学の定性的特徴を把握するうえで有効な場合が多い.
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6.3 惑星境界層理論

系の回転が重要な役割を果たす惑星規模の運動に対して, 渦粘性がどのような働きをするかを解析する. こ
こでは, 従属変数を微小パラメータで展開して系統的にスケール解析をする方法を用いる.

6.3.1 基礎方程式系

Ωで回転する系での均質非圧縮流体 (ρ = ρ0 =一定)の大規模な流れを支配する方程式系 (連続方程式と運
動方程式)は次で与えられる：

divu = 0, (6.13)
∂u

∂t
+ (u · grad)u + fez × u = − 1

ρ0
gradp+

{
AH

(
∂2

∂x2
+

∂2

∂y2

)
+AV

∂2

∂z2

}
u− gez. (6.14)

ここで, 平均の記号 <○ > は省略してあり, コリオリパラメータ f = 2|Ω|とした. また, 分子粘性は渦粘
性に比べて十分小さいとして, 後者だけを残している. 境界条件としては, 鉛直方向に有限の領域を考えて,

上端 (z = D) : u = (uT , vT , 0),
下端 (z = 0) : u = (0, 0, 0),

}
(6.15)

とする. すなわち, この領域の上端では水平な流れ (uT , vT , 0)があり, 下端では地面に粘着 (u = 0)してい
るとする.

6.3.2 方程式の無次元化

まず, 各変数の特徴的な大きさでそれぞれを無次元化しておく：

次元つき変数 無次元変数

(x, y) = L(x∗, y∗)
z = Dz∗

t = T t∗

(u, v) = U(u∗, v∗)

w = U
D

L
w∗

p′ = ρ0fULp
∗

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭

(6.16)

ここで, L は uT , vT の特徴的な水平スケール, D は流体の深さ, T は特徴的な時間スケールで, U は uT , vT

の特徴的な大きさ, 鉛直速度の特徴的スケールは連続方程式から W/U ∼ O(D/L) と仮定する. また, 圧
力は静水圧平衡部分 (p(z) = p(0)− ρ0gz)とそれからのズレ p′ に分け, ズレの水平勾配がコリオリ加速と
同程度の大きさと仮定する (f > 0で北半球とする). さらに, 時間スケールは uT , vT による移流の時間ス

ケールで与えられるとして, T = L/U の大きさであるとする. 無次元変数 (x∗, y∗, z∗, t∗), (u∗, v∗, w∗, p∗)
は, それぞれ O(1) の大きさとなっている.

まず, これらを連続方程式 (6.13)に代入すると, 無次元をあらわす記号○∗ を省略して次になる：

U

L

(
∂u

∂x
+
∂v

∂y

)
+

1
D

(
U
D

L

)
∂w

∂z
= 0. (6.17)
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両辺に L/U をかけて, 次の無次元化した連続方程式を得る：

∂u

∂x
+
∂v

∂y
+
∂w

∂z
= 0. (6.18)

また, 運動方程式 (6.14)の x成分は,

U2

L

(
∂

∂t
+ u

∂

∂x
+ v

∂

∂y
+ w

∂

∂z

)
u−fUv = −ρ0fUL

ρ0L

∂p

∂x
+
{
AH

L2

(
∂2

∂x2
+

∂2

∂y2

)
+
AV

D2

∂2

∂z2

}
Uu, (6.19)

となる. ここで, 両辺を fU で割り, 次の無次元数

Ro ≡ U/fL : ロスビー数, (6.20)

EH ≡ AH/fL
2 : 水平エクマン (Ekman)数, (6.21)

EV ≡ AV /fD
2 : 鉛直エクマン数, (6.22)

を導入すると, 次を得る：

Ro

(
∂

∂t
+ u

∂

∂x
+ v

∂

∂y
+ w

∂

∂z

)
u− v = − ∂p

∂x
+ EH

(
∂2

∂x2
+

∂2

∂y2

)
u+ EV

∂2u

∂z2
. (6.23)

同様に y成分は,

Ro

(
∂

∂t
+ u

∂

∂x
+ v

∂

∂y
+ w

∂

∂z

)
v + u = −∂p

∂y
+ EH

(
∂2

∂x2
+

∂2

∂y2

)
v + EV

∂2v

∂z2
, (6.24)

となる. また, 鉛直 (z)成分も同様に無次元化できて,縦横比 (aspect ratio)を α ≡ D/Lと書くと次になる：

Roα2

(
∂

∂t
+ u

∂

∂x
+ v

∂

∂y
+ w

∂

∂z

)
w = −∂p

∂z
+ α2

{
EH

(
∂2

∂x2
+

∂2

∂y2

)
w + EV

∂2w

∂z2

}
. (6.25)

結局, 支配方程式系は, 無次元数 Ro,EH , EV , α を用いて, (6.18), (6.23), (6.24), (6.25) のように無次元化
される.

また, 境界条件 (6.15)も同様に無次元化できて,

上端 (z = 1) : u = (uT , vT , 0),
下端 (z = 0) : u = (0, 0, 0),

}
(6.26)

となる. ただし, uT , vT は無次元化した風速分布である.

6.3.3 スケール解析

第 2.3.3節と同様に中緯度の総観規模現象に着目する. 特徴的なスケールを U ∼ 10 m/s, L ∼ 106 m,
D ∼ 104 m, f ∼ 10−4 /s, AH ∼ 105 m2/s, AV ∼ 10 m2/s とすると, ロスビー数, エクマン数, 縦横比は,
それぞれ, Ro ∼ 10−1, EH ∼ 10−3, EV ∼ 10−3, α ∼ 10−2 となる. EV /EH = AV /(AHα

2) ∼ 1であるこ
とに注意しよう. ここで, 慣性項の粘性項に対する比としてレイノルズ (Reynolds)数を定義すると,

Re ≡ UL

AH
=
Ro

EH
∼ 102, (6.27)

となる. このような現象では Ro � 1 であり, (EH , EV , α) ≤ Ro2, Re ≥ Ro−1 であることに注意してお

こう.
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ここで, 従属変数を微小な無次元数 Ro の巾級数として展開する：⎛
⎜⎜⎜⎜⎝

u

v

w

p

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠ =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎝

u0

v0

w0

p0

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠+Ro

⎛
⎜⎜⎜⎜⎝

u1

v1

w1

p1

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠+Ro2

⎛
⎜⎜⎜⎜⎝

u2

v2

w2

p2

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠+ · · · . (6.28)

展開係数 ui, vi, wi, pi(i = 0, 1, 2, · · ·) はすべて O(1) の大きさである. これらを無次元化した支配方程式
(6.18), (6.23), (6.24), (6.25)に代入して, Roの巾ごとに整理し, それぞれのオーダーでの力学を考えるこ
とにする.

まず, O(Ro0)では, 次の関係式が得られる：

∂u0

∂x
+
∂v0
∂y

+
∂w0

∂z
= 0, (6.29)

−v0 = −∂p0

∂x
, (6.30)

u0 = −∂p0

∂y
, (6.31)

0 =
∂p0

∂z
. (6.32)

(6.30)と (6.31)は, 水平風が基本的に地衡風平衡をしていることを示している. より正しく言えば, O(Ro0)
の水平風成分は地衝風平衡にあるということである. また, (6.32)は, O(Ro0)では静水圧平衡にあることを
示している. ここで, (6.30)∼(6.32)より,

∂u0

∂z
=
∂v0
∂z

= 0, (6.33)

が得られる. このようなスケールでは流れが水平 2次元的で鉛直方向に変化しないことを示している. これ
が, テーラー・プラウドマンの定理 (Taylor-Proudman theorem)である. さらに, 地衝風関係式 (6.30)(6.31)
を連続方程式 (6.29)に代入して,

∂w0

∂z
= 0, (6.34)

を得る. 境界条件 (6.26)のうち上端 (z = 1)での条件を使ってこれらを積分すると, このオーダーでは全層
(0 ≤ z ≤ 1)で

u0(x, y, z) = uT (x, y), v0(x, y, z) = vT (x, y), w0(x, y, z) = 0, (6.35)

となる. 結局, 基本的には上端での流れと同じ 2次元水平運動が全層で卓越することを示している.

しかし, (6.35)の流れだけでは下端での境界条件 u = v = 0 を満たすことができない. 実際には, 下端境界
付近では粘性項が局所的に重要となり, 鉛直微分を全層の厚さ D で無次元化してスケール解析をしたこと

が問題となる. 下端境界付近での流れ場の解析は, 次小節で説明するように, 特異摂動問題として捉える必
要がある.

とりあえずここでは, 下端境界から離れた自由大気中で (これまでのスケール解析が妥当な領域で), 次の
オーダーの方程式を見ておこう. O(Ro1)では, 次の関係式が得られる：

∂u1

∂x
+
∂v1
∂y

+
∂w1

∂z
= 0, (6.36)(

∂

∂t
+ u0

∂

∂x
+ v0

∂

∂y

)
u0 − v1 = −∂p1

∂x
, (6.37)
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(
∂

∂t
+ u0

∂

∂x
+ v0

∂

∂y

)
v0 + u1 = −∂p1

∂y
, (6.38)

0 =
∂p1

∂z
. (6.39)

ここで, (6.36)と (6.39)は, O(Ro1)でも, 非発散で静水圧平衡にあることを示している.

水平の運動方程式で ∂(6.38)/∂x−∂(6.37)/∂y をとり, このオーダーでの渦度方程式の鉛直成分を求めると,(
∂

∂t
+ u0

∂

∂x
+ v0

∂

∂y

)(
∂v0
∂x
− ∂u0

∂y

)
= −

(
∂u1

∂x
+
∂v1
∂y

)
=
∂w1

∂z
, (6.40)

となる. O(Ro0)での渦度のラグランジュ的時間変化が O(Ro1)の流れの水平収束によって, つまり, 渦管
の伸縮によって引き起こされることを表している. 後でみるように右辺が O(Ro0)の変数で書けるならば,
O(Ro0)の渦度場 (そして速度場)の時間発展がこの方程式だけで記述できることになる.

6.3.4 特異摂動問題：エクマン境界層

一般に, 微分方程式の最高階の係数が非常に小さく, その項を無視すると微分方程式の階数が下がってしま
う問題を特異摂動問題 (singular perturbation problem)という. 境界値問題でこのような状況になる場合
には, 領域の内部と境界付近で解の性質が著しく変化することが多い. このとき, 内部領域の解と境界付近
の解を区別して扱うことができる. (木村, 1983; 第 3.3 節). ここでは前小節の O(Ro0)に戻って, 下端境界
付近の解の振舞いについて特異摂動問題を解くことにより調べよう.

O(Ro0)の解 (6.35)は下端境界条件を満たさないので, z ∼ 0付近で境界層補正を行なう. 境界層の厚さ (無
次元)を δ(δ � 1)として,

z = δζ, (6.41)

なる鉛直座標 ζ を導入し, 下端境界付近でのスケール解析をやり直す. 境界層内で内部領域の解に次のよ
うな補正項を導入する：

内部領域解 境界層補正

u0 → u0(x, y) + ũ0(x, y, ζ),
v0 → v0(x, y) + ṽ0(x, y, ζ),
w0 → w̃0(x, y, ζ),
p0 → p0(x, y) + p̃0(x, y, ζ).

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭

(6.42)

これらを方程式系 (6.18), (6.23), (6.24), (6.25) に代入し, O(Ro0) の関係式, (6.29), (6.30), (6.31), (6.32)
を引き算すると, 最終的に次の O(Ro0)の補正項に対する方程式系を得る：

∂ũ0

∂x
+
∂ṽ0
∂y

+
1
δ

∂w̃0

∂ζ
= 0, (6.43)

−ṽ0 = −∂p̃0

∂x
+
EV

δ2
∂2ũ0

∂ζ2
, (6.44)

ũ0 = −∂p̃0

∂y
+
EV

δ2
∂2ṽ0
∂ζ2

, (6.45)

0 = −1
δ

∂p̃0

∂ζ
, (6.46)

ここで, dz = δdζ より, ζ 微分に関する項がこのように残っている. また, これらの補正項に対する境界条
件は, (6.26) より,

上端 (ζ →∞) : ũ0 = ṽ0 = p̃0 = 0,
下端 (ζ = 0) : ũ0 = −u0, ṽ0 = −v0, w̃0 = 0,

}
(6.47)
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図 6.3: エクマン螺旋の解析解 (北半球). 水平流 (U, V ) = (utotal
0 , vtotal

0 )の ζ 依存性を 3次元的に表現し,
それぞれの断面に射影したもの. 二つの異なる視点からプロットした.

となる. 上端では ζ → ∞ で境界層補正がなくなり, 下端では,内部域の解と補正項が打ち消しあってちょ
うど粘着条件を満たすように置いている.

(6.46)(6.47)より, あらゆる高さ ζ で,
p̃0 = 0, (6.48)

である. これを水平運動方程式 (6.44)に代入すると,

−ṽ0 =
EV

δ2
∂2ũ0

∂ζ2
, (6.49)

となる. このスケーリングでこの式が釣合う (コリオリ項と粘性項が釣合う)ためには, EV /δ
2 が O(1)で

なければならない. すなわち, 境界層の厚さは,

δ =
√
EV ≤ Ro, (6.50)

程度の小ささでなければならない. 次元付きの厚さは,

Dδ = D
√
EV = D

√
AV

f

1
D

=

√
AV

f
, (6.51)

となる. 大気の値をとって AV ∼ 10 m2 /s とし, f ∼ 10−4 /s とすると, 境界層の厚さはおよそ 300 m と
なる. 境界層の厚さが流体層の深さ D や現象の水平規模 L に依存していないことに注意しよう.

境界層の厚さをこのようにとると, 補正項に対する方程式系は次のように整理できる：

−ṽ0 =
∂2ũ0

∂ζ2
, (6.52)

ũ0 =
∂2ṽ0
∂ζ2

. (6.53)
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結局, 境界条件 (6.47)のもとにこれらを解けばよい. ṽ0 消去すると,

∂4ũ0

∂ζ4
+ ũ0 = 0, (6.54)

となる. ũ0 ∝ A(x, y)eλz とおいて (6.54)に代入すると, λ = (1± i)/√2,−(1± i)/√2であるので, 一般解が

ũ0 = A1e
1√
2
(1+i)ζ +A2e

1√
2
(1−i)ζ +A3e

− 1√
2
(1+i)ζ +A4e

− 1√
2
(1−i)ζ

, (6.55)

と書ける. 上端の境界条件, ζ →∞ で ũ0 → 0 より, A1 = A2 = 0 である. また, ũ0 に対する下端境界条件

より,
A3 +A4 = −u0, (6.56)

である. さらに, ṽ0 = −∂2ũ0/∂ζ
2 より, ṽ0 に対する下端条件を用いて,

−iA3 + iA4 = −v0, (6.57)

となり, A3 = −(u0 + iv0)/2, A4 = −(u0 − iv0)/2と係数が定まる. 少し変形すると補正項は

ũ0 = −e− ζ√
2

(
u0 cos

ζ√
2

+ v0 sin
ζ√
2

)
, (6.58)

ṽ0 = e
− ζ√

2

(
u0 sin

ζ√
2
− v0 cos

ζ√
2

)
, (6.59)

となる. 結局, O(Ro0)の解は,

utotal
0 = u0 + ũ0 = u0

(
1− e− ζ√

2 cos
ζ√
2

)
− v0e−

ζ√
2 sin

ζ√
2
, (6.60)

vtotal
0 = v0 + ṽ0 = v0

(
1− e− ζ√

2 cos
ζ√
2

)
+ u0e

− ζ√
2 sin

ζ√
2
, (6.61)

となる. 図示すると図 6.3のように螺旋形になるので, この解をエクマン螺旋 (Ekman spiral)と呼んでい
る. ζ = 0では流速 0 で, 高さとともに螺旋形を描き ζ = 4くらいでほぼ自由大気の流れ (u0, v0)となって
いる. u0 を地衝風として高圧側から低圧側に流れ込む成分が境界層内に存在する. また, このような, 気圧
傾度力, コリオリ力, および粘性力の釣合いとして形成される境界層をエクマン境界層 (Ekman boundary
layer)という. 特徴的なエクマン境界層の厚さを zE ≡

√
2δD =

√
2AV /f で表して, これをエクマンの厚

さと呼ぶ. エクマンの厚さ (Ekman depth)は AV が大ききほど厚くなり, f が小さい (低緯度)ほど厚くな
る. しかし, 流体層の深さ D や現象の水平規模 L, 流速 U には依存していないことに注意しよう.

6.4 現実世界のエクマン螺旋

図 6.4は実際の観測例である. 20年近く前に Cabauw(オランダ)の鉄塔 (213m)観測で得られた結果であ
る. 夕方から夜半にかけて, それなりに理論に近い風速風向分布となっている. 図中の記号Gが地衡風を表
わしている.

エクマン螺旋は海洋の表層でも観測される. というよりも, Ekman(1905)の原論文は海流に対する地球回
転の影響を論じたもので, 海洋表層の境界層理論であった (酒井, 1997). 大気下端のエクマン境界層では,
境界層下端が粘着条件で, 上端は自由 (地衡風)である. 一方, 海洋の場合, 境界層上端 (海面)では応力一定
とし, 下端は粘着 (速度ゼロ)である. 北半球の場合, 表面の海水は風下に対して右 45度の方向に流れ, 深く
なるにつれて螺旋を描きながら速度がゼロに近づく.

酒井 (1997)は, 室内の回転水槽実験でエクマン螺旋を可視化した. http://www.gfd-dennou.org/library/
gfd exp/exp j/exp/ek/1/res.htm には, 実験の動画が置いてある.
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図 6.4: エクマン螺旋の観測例：オランダ, Cabauwでの鉄塔 (213m)観測より, 1973/10/26(Van Ulden and
Wieringa, 1996; Fig.6).

6.5 総観規模の渦のスピンダウン

自由大気中には総観規模の渦があり, 地表付近にエクマン境界層が形成される状況を考えて, 渦がスピンダ
ウンする過程を解析する.

6.5.1 エクマン・パンピング

エクマン境界層内の水平風は (6.60), (6.61)で求まったが, 一般に, エクマン境界層内には鉛直風も存在す
る. O(Ro0)の補正項に対する連続方程式 (6.43)と下端境界条件 (6.47)をもう一度書くと,

∂ũ0

∂x
+
∂ṽ0
∂y

+
1
δ

∂w̃0

∂ζ
= 0, (6.62)

w̃0 = 0 at ζ = 0, (6.63)

である. (6.58), (6.59), (6.62)より,

∂w̃0

∂ζ
= −δ

(
∂ũ0

∂x
+
∂ṽ0
∂y

)
,

= δ

(
∂v0
∂x
− ∂u0

∂y

)
e
− ζ√

2 sin
ζ√
2
, (6.64)

を得る. これを下端 (ζ = 0)から上端 (ζ =∞)まで積分して,

w̃0|ζ=∞ = δ

(
∂v0
∂x
− ∂u0

∂y

)∫ ∞

0

e
− ζ√

2 sin
ζ√
2
dζ,

=
δ

2

(
∂v0
∂x
− ∂u0

∂y

)
, (6.65)

となる. すなわち,境界層上端での鉛直流は内部領域の渦度に比例し, O(δ)の大きさである. ただし, δ ≤ Ro
であった. 正の渦度 (低気圧)の場合には, 境界層内で収束が起こり, 上昇流となる (図 6.5). このような流れ
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図 6.5: 温帯低気圧に伴うエクマンパンピング (北半球). (上) 水平断面, (下) 鉛直断面.

をエクマン収束 (Ekman convergence)またはエクマンパンピング (Ekman pumping)という. 負の渦度 (高
気圧)の場合には逆向きで下降流となる. これらの流れが高・低気圧という渦運動に伴う 2次循環である.

6.5.2 渦のスピンダウン

(6.28)のロスビー数展開 w = w0 +Row1 +Ro2w2 + · · ·で, (6.35)より w0 = 0 であった. 前小節の結果よ
り O(Ro)で,

w1|z=0 =
δ

2Ro

(
∂v0
∂x
− ∂u0

∂y

)
, (6.66)

となる.

ここで, スケール解析の小節に戻り, O(Ro0)の渦度方程式 (6.40)を z = 0から z = 1まで (自由大気中を)
積分して, (

∂

∂t
+ u0

∂

∂x
+ v0

∂

∂y

)(
∂v0
∂x
− ∂u0

∂y

)
= w1|z=1 − w1|z=0 ,

= − δ

2Ro

(
∂v0
∂x
− ∂u0

∂y

)
, (6.67)

を得る. すなわち, 自由大気中の渦の減衰は内部領域のレイノルズ応力項ではなく, エクマン・パンピング
に伴なう渦管のストレッチ項によって起こることが示された. 渦の減衰時間 τ(次元付き)は, その強さが
1/e ∼ 0.37 になる時間として,

τ =
L

U

δ

2Ro
, (6.68)

を見積もってやれば良い. ここで与えた特徴的スケールでは, 約 4.4時間になる. 現実の台風や温帯低気圧
といった総観規模の渦運動がこの時間スケールで減衰しないのは, それらを強化・維持する過程が含まれて
いるからである.
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6.6 CISK

現実の台風がエクマンパンピングによる減衰時間に比べて長時間持続する理由として, 第 2種の条件不安

定 (Conditional Instability of the Second Kind; CISK)が考えられている. ここでは, そのごく基本を概観
する (小倉, 1978; 第 7.4節参照). まず, 台風を具体的にイメージしてみよう. エクマン収束で水蒸気を多量
に含んだ空気が渦の中心部に収束し, そこで上昇する様子が描けるが, この上昇にともなって水蒸気が凝結
し潜熱を放出する. これにより大気は加熱され, 浮力を得て上昇することになる. 式 (6.67)で O(Ro0)の渦
度方程式を鉛直に積分したときには, 上端 (z = 1)での境界条件として w1 = 0としたが, 台風では中心部
での潜熱の放出量, そして上昇速度がエクマンパンピングに比例するとして,

w1|z=1 = η w1|z=0 , (6.69)

としてみよう. 渦度方程式は, 渦度を ζ0 として

D

Dt
ζ0 = (η − 1)

δ

2Ro
ζ0, (6.70)

となる. すなわち, η > 1 ならば渦は強くなる. このように, 積雲群 (のなかの水蒸気凝結)と大規模な運動
が相互に影響して, 大規模運動が不安定成長していく過程を第 2種の条件不安定と呼んでいる.
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第7章 音波

まず, 身近な大気波動である音波をとりあげ, それを例題として波に関する基本概念を述べる.

7.1 音波の波動方程式

圧縮性流体では, 密度変化が波となって流体中を伝播する. この “密度波”が音波である. いっぽう, 非圧縮
性流体は, 密度波の伝播速度が無限大になった極限の流体であるといえる.

7.1.1 基礎方程式系

圧縮性の影響だけを取り出すために, 外力がなく (K = 0), 断熱的 (κ = 0, Q = 0)な完全流体 (ν = 0)を考
える. 連続方程式, 運動方程式, エネルギー方程式は次のようになる：

Dρ

Dt
+ ρdivu = 0, (7.1)

Du

Dt
= −1

ρ
gradp, (7.2)

Ds

Dt
= 0. (7.3)

初期時刻においてエントロピー s が一様であるとすると, 式 (7.3)よりつねに s は一定となるので, 状態変
数 p, ρの間には, f(p, ρ) = 0の形の状態方程式が成り立つ. とくに理想気体の場合には, 次の断熱法則が成
り立つ.

p = Cργ , (γ = cp/cv, C =定数). (7.4)

方程式 (7.1), (7.2), (7.4)は, 圧縮性完全流体 (断熱理想気体)に対する, (p, ρ,u) で閉じた方程式となって
いる.

この方程式系は非線型であり, このままでは解析が困難である. そこで, ある基本場を考え, そこに微小な
摂動 (ゆらぎ)が加わったとして, 微小摂動に対する線型解析を行なう.
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7.1.2 基本場と線型擾乱：波動方程式

基本場として, 一様な圧力と密度の静止した流体を考える：⎧⎪⎨
⎪⎩

p = p0 = 一定,

ρ = ρ0 = 一定,

u = 0.

(7.5)

基本場 (7.5)は, 基礎方程式系 (7.1), (7.2), (7.4)を満たしている.

ここで, 基本場に微小な摂動が加わり, 流体の圧力, 密度,速度が, それぞれ, p, ρ,u になったとする. 方程
式 (7.1), (7.2)で, 微小量についての 2次の項を無視して線型近似をすると, 次になる：

∂ρ

∂t
+ ρ0divu = 0, (7.6)

∂u

∂t
= − 1

ρ0

(
dp

dρ

)
0

gradρ. (7.7)

ただし, 式 (7.7)では, 関係式 (7.4)を用いている. ここで, uを消去して整理すると, 密度の摂動 ρに対す

る波動方程式を得る：
∂2ρ

∂t2
−
(
dp

dρ

)
0

∆ρ = 0. (7.8)

このような密度波を音波といい, その伝播速度 c0 =
√

(dp/dρ)0 を音速という. c0 は圧縮率 (d ln ρ/dp)の
平方根に反比例している. 非圧縮性流体の場合には, 圧縮率がゼロであるから, 音速 c0 →∞となっている.
また, 式 (7.7)から u ‖ gradρであり, 運動方向が波の伝播方向と一致するので, 音波は縦波であることがわ
かる.

理想気体の場合には, 音速は式 (7.4)を用いて次のようになる：

c0 =
√
γCργ−1

0 =
√
γ
p0

ρ0
=
√
γRT0. (7.9)

空気の場合, 理想気体として, γ = cp/cv = 1.4, R = 2.87 × 102m2s−2K−1 を用いると, 温度に依存して表
7.1のような音速になる. 水の場合には, 当然この式が使えないが, 実際の測定によると圧縮率の温度依存
性を反映して, 表 7.1のような値となる.

表 7.1: 空気中, 水中の音速.

空気温度 [K] 273 300 373 水温度 [K] 273 293

音速 [m/s] 331 347 383 音速 [m/s] 1407 1484

7.2 波に関する基本用語

音波を例にとり, 波に関するいくつかの基本概念と用語を説明する.
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図 7.1: (a) 正負の要素波. それぞれを破線と点線で, 重ね合わせた結果を細実線で示す. 一点鎖線は,
x± c0t =一定, の特性線. (b) 正の進行波. 波長 Lと周期 T を示す.

7.2.1 平面波

波動が空間的に一方向 (x軸方向とする)にのみ変化する場合, つまり, 平面波の場合を考える. 線型化した
方程式 (7.6), (7.7)は,

∂ρ

∂t
+ ρ0

∂u

∂x
= 0, (7.10)

∂u

∂t
+
c20
ρ0

∂ρ

∂x
= 0, (7.11)

となり, これらから uを消去して, 次の波動方程式を得る：(
∂2

∂t2
− c20

∂2

∂x2

)
ρ = 0. (7.12)

波動方程式 (7.12)の一般解は,
ρ(x, t) = f(x− c0t) + g(x+ c0t), (7.13)

の形に表される. ここで, f , gは任意の関数であり, f(x− c0t)は形を変えないで x軸正方向に一定速度 c0

で進行する正の要素波であり, g(x + c0t)は負方向に c0 で進行する負の要素波である. 一般解はこれらの
要素波の重ね合わせとなっている (図 7.1a).

7.2.2 正弦波

波として, 空間座標 xおよび時間 tについて, 三角関数の形で変化する正弦波を考える：

ρ(x, t) = Re[Pei(kx−ωt)]. (7.14)

波数： k/2π (単位長さあたりに含まれる波の数) 波長： L = 2π/k
振動数： ω/2π (単位時間内におこる波の数) 周期： T = 2π/ω
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ただし, k > 0としておく. 正弦波 (7.14)で, 変数 (kx − ωt)は波の位相を表す. 等位相面の伝わる速度を
位相速度と呼ぶが, kx− ωt =一定より, kdx/dt− ω = 0 なので, 位相速度 cpは次のように与えられる (図
7.1b)：

cp ≡ dx

dt
=
ω

k
=
L

T
. (7.15)

正弦波 (7.14)は, 位相速度 cp を用いて ρ(x, t) = P cos k(x− cpt)とも書ける. cp > 0(ω > 0)のとき, 波は
x軸に沿って正方向に伝播し, cp < 0(ω < 0)のときは負方向に伝播する.

7.2.3 波群と群速度

f(x, t) の振幅変調の時間発展を考える (巽, 1982; 第 6-6節, Lindzen, 1990; 第 8.1節, などを参照). 初期時
刻 t = 0で搬送波 eik0x が C(x)の振幅変調をもつとする (図 7.2a)：

f(x, 0) = C(x)eik0x. (7.16)

C(x)のフーリエ (Fourier)変換を考える：

B(k) =
1
2π

∫ ∞

−∞
e−ikxC(x)dx, C(x) =

∫ ∞

−∞
eikxB(k)dk. (7.17)

これより, 式 (7.16)は次のように書ける：

f(x, 0) =
∫ ∞

−∞
ei(k0+k)xB(k)dk. (7.18)

これが, 時刻 tでは,

f(x, t) =
∫ ∞

−∞
ei[(k0+k)x−ω(k0+k)t]B(k)dk, (7.19)

となる.ここで, 振動数 ω(k0 + k)は波数の関数である. この ω を k0のまわりで展開し, 振幅の空間変化が
非常にゆっくりである (|k0| 
 |k|)とすると, 次のように変形できる：

f(x, t) �
∫ ∞

−∞
ei[(k0+k)x−{ω(k0)+k dω

dk }t]B(k)dk,

= ei[k0x−ω(k0)t]

∫ ∞

−∞
eik(x− dω

dk t)B(k)dk,

= ei[k0x−ω(k0)t]C (x− (dω/dk)t) . (7.20)

すなわち, 振幅変調 C(x)は,

x− dω

dk
t =一定, (7.21)

にしたがって伝達される. この振幅変調伝達の速度を群速度と呼ぶ. ここで, dx/dt− dω/dk = 0なので, 群
速度 cg は次のように与えられる：

cg ≡ dx

dt
=
dω

dk
. (7.22)

位相速度の定義 (7.15)より,

cg =
d

dk
(kcp) = cp + k

dcp
dk

, (7.23)

となるので, 位相速度が波数に依らない波動 (非分散性波動)の場合には, 群速度 cg が位相速度 cp と一致

する.
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図 7.2: (a) 波束の伝播. (b) 分散性波動の例： f(x, t) = cos k(x− ct) + cos 2k(x− ct/2). それぞれの波の
等位相線を破線と一点鎖線で示す.

波群の局所的状態を表す特性量として波のエネルギー Ew が定義できるならば, それもまた波の群速度 cg

で伝播する (巽, 1982; 第 6-6-4節)：
∂Ew
∂t

+
∂

∂x
(cgEw) = 0. (7.24)

7.3 音波の性質

7.3.1 分散関係式

空間一次元の線型方程式 (7.10), (7.11)をもう一度行列形式で書いて,⎛
⎜⎝

∂

∂t
ρ0

∂

∂x
c20
ρ0

∂

∂x

∂

∂t

⎞
⎟⎠
(

ρ

u

)
= 0. (7.25)

ここで, 次の正弦波解を仮定する：(
ρ

u

)
= Re

[(
P

U

)
ei(kx−ωt)

]
. (7.26)

この正弦波解を方程式 (7.25)に代入すると,(
−iω ikρ0

ikc20/ρ0 −iω

)(
P

U

)
ei(kx−ωt) = 0. (7.27)

ここで, 自明でない解を持つためには, 係数行列式がゼロでなければならない. ω2 − k2c20 = 0より,

ω = ±c0k. (7.28)

これより, 位相速度 cpと群速度 cg が等しく, ±c0であることがわかる. すなわち, 音波の場合, どんな波長
の波も一定の位相速度 (=音速) で伝わる. 位相速度が波数によらず一定の場合には, 任意の波形が変形す
ることなく進行するので, このような性質を持つ波動を非分散性波動という.
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これに対して, 異なる波長の正弦波が異なる位相速度 cp(k)をもつときには, これらの正弦波で構成される
波形は時々刻々に変化する (図 7.2b). このことを波の分散といい, このような性質を持つ波動を分散性波
動という. また, 一般に, cp = cp(k)の式または (7.28) 式のように, 正弦波の位相速度 (または振動数)と波
数 (または波長)の関係式を分散関係式という. 分散関係式は, 各種波動の伝播特性を把握する上で最も基
本的なものである.

7.3.2 波の構造

音波の時間・空間構造は, 式 (7.27)より P と U の関係を求めて, (7.26)に戻してやれば良い.

U =
ω

kρ0
P =

c0
ρ0
P, (7.29)

より, 速度の変動と密度の変動が同位相であることがわかる. 図 7.3に音波の構造を示す. もとの方程式が
示す通りであるが, 流れ場の収束・発散により, 密度が増加・減少し, 密度差が圧力傾度力を作って, 加速度
を生む. このようにして, 音波が伝播していく.

図 7.3: 音波の水平構造と伝播のしくみ. (a) 密度の波 (連続方程式). (b) 速度の波 (運動方程式).

最後に, 注意を一つ. これまでの解析では, 具体的な初期条件, 境界条件を与えて, 実際にどのように時間発
展をするかを調べてはいない. しかし, 線型の範囲内では (変動が微小である限りは), 解は正弦波解の重ね
合わせで書けるので, 初期条件, 境界条件を満たすようにそれぞれの波数・振動数の振幅を決めてやればよ
い. 分散関係式が得られ正弦波解の構造が求まれば, およその結果はわかったようなものである.

7.4 音波と気象学

大気現象で音波が重要な役割をするものはそれほど多くない. しかし, 観測手段として音波を使ったものが
あり, 数値計算でも音波にまつわる問題がある. ここでは, 簡単にそれらに言及しておく.

1. 低周波音波： infrasonic waveと呼ばれるもので, 核実験や火山噴火などによって生じた音波のうち低
周波数のものは, 地球上の遠くはなれた所まであまり減衰せずに伝播することがある. 図 7.4は 1954
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図 7.4: 核実験により生じた低周波音波を潮岬の微気圧計で観測した例 (Yamamoto, 1954).

図 7.5: ビキニ島から伝播する低周波音波の到着時刻の見積り (Yamamoto, 1954).

年 3月 1日ビキニ島での核実験により生じた低周波音波を潮岬の微気圧計で観測した例 (Yamamoto,
1954)である. このときの音波の伝播状況は図 7.5のように見積られている.

2. 音波レーダー：音波を発射し, その散乱波や直達波などを観測することにより, 伝播してきた媒質 (大
気)の状態を遠隔的に観測する.
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sodar：音波の散乱から逆転層の位置・強さを推定する.

Doppler sodar：散乱された音波の振動数変化から散乱場所の風速を推定する.

グリネード法：ロケット手榴弾を間隔をあけて爆発させ, 地上の観測網で音波の到達時刻を記録する.
音の伝播速度から温度や風の鉛直構造を推定する.

3. 数値モデルで音波を除く： (例えば, 栗原 (1979; 第 4章)を参照のこと.) 一般的な時空間の数値モデ
ルで安定に時間発展させるためには, 次の Courant-Friedrichs-Levy(CFL)条件を満たしている必要
がある (例えば, Holton, 1992; p.442)：

∆x
∆t
≥ cp. (7.30)

ここで, ∆xと∆tは,それぞれ,数値モデルの空間と時間の格子間隔である. 数値天気予報モデルでは,
全球モデルでも∆xがおよそ 50 kmだから,音速を cp ∼ 300 m/sとすると, ∆t ≤ 50000m/300ms−1 =
167s ∼ 3分でなければならない. この時間刻みで何日分も時間積分するのは容易なことではない.
ところが, 興味 (天気予報)の対象である低気圧の移動は, c ∼ 1000km/1日 ∼ 106m/105s ∼ 10 m/s
なので, もしも「音波を除くことができれば」, ∆t ≤ 50000m/10ms−1 ∼ 5000s ∼ 1.4時間と大きな
時間刻みがとれる. 戦後, 気象力学の大きな発展をもたらした原動力として, このような数値天気予
報を実現するための要請があった.

参考文献

Holton, J.R., 1992: An Introduction to Dynamic Meteorology, Academic Press, 507pp.
栗原 宣夫, 1979:「大気力学入門」, 岩波全書 317, 244pp.
Lindzen, R.S., 1990: Dynamics in Atmospheric Physics, Cambridge University Press, 310pp.
巽 友正, 1982:「流体力学」, 培風館, 453pp.
Yamamoto, R., 1954: The Microbarographic Oscillations Produced by the Explosions of Hydrogen-

Bombs. Bull. Inst. Chemical Res. Kyoto Univ., Suppl. Issue on the Radioactive Dust from
Nuclear Detonation, 120–133.

平成 18 年 1 月 16 日 (余田 成男) note/dyn-met/wave-acous/wave-acous.tex



第8章 重力波

地球流体特有の状況のひとつに重力場のなかに置かれているということがあげられる. 上層が重くて下層
が軽い場合, そのような状態は不安定で対流が起きる. このような成層状態を不安定密度成層という. 一方,
安定密度成層した流体中では, 上下の変位に対して浮力が復元力として働き, 波動が伝播する. 地球流体力
学の分野では, このような浮力波を伝統的に重力波と呼んでいる. この章では, 慣性系での重力波について
述べる. まず非圧縮性流体の場合を詳しく解析し, つぎに圧縮性流体の場合の結果を示す.

8.1 慣性系での重力波 (非圧縮性流体の場合)

一般に重力波は音速に比べて十分にゆっくりとした現象なので, 非圧縮性流体 (Dρ/Dt = 0)の仮定をして
その特徴を調べることができる. ここでは, 鉛直 2次元の空間で解析する.

8.1.1 基礎方程式系

重力場のなかにおかれた非圧縮性完全流体の連続方程式と運動方程式は次のようになる：

Dρ

Dt
= 0, divu = 0, (8.1)

Du

Dt
= −1

ρ
gradp+ g. (8.2)

ここで, 鉛直 2次元空間 (x, z)で, x座標を水平に z 座標を鉛直上向きにし, 重力加速度を g として単位質

量あたりの外力を g = (0,−g)とする. 非圧縮性を仮定したので, エネルギー方程式, 状態方程式を陽に考
える必要がない. 方程式 (8.1), (8.2)は, (p, ρ,u) で閉じた方程式となっている.

この方程式系は非線型であり, このままでは解析が困難である. そこで, ある基本場を考え, そこに微小な
変動が加わったとして, 微小変動に対する線型解析を行なう.

8.1.2 基本場：静力学的平衡

基本場として, 水平に一様な静止した流体を考える：⎧⎪⎨
⎪⎩

p = p(z),
ρ = ρ(z),
u = 0.

(8.3)
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基本場 (8.3)は, 基礎方程式系 (8.1), (8.2)を満たしており, 運動方程式の鉛直成分は次になる：

dp

dz
= −ρg. (8.4)

これは, 静力学的平衡を表している (第 2.4.1節参照).

8.1.3 線型擾乱

基本場 (8.3)に微小な擾乱 ( ′ で表す)が加わったとする：⎧⎪⎨
⎪⎩

p = p(z) + p′(x, z, t),
ρ = ρ(z) + ρ′(x, z, t),
u = u′(x, z, t).

(8.5)

方程式 (8.1), (8.2)で, 微小量についての 2次の項を無視して線型近似をし, 速度 u′を成分 (u′, w′)で表記
すると, 次を得る：

∂ρ′

∂t
+ w′ dρ

dz
= 0, (8.6)

∂u′

∂x
+
∂w′

∂z
= 0, (8.7)

∂u′

∂t
= −1

ρ

∂p′

∂x
, (8.8)

∂w′

∂t
= −1

ρ

∂p′

∂z
− ρ′

ρ
g. (8.9)

ここで, (8.9)の導出では, ρ−1をテイラー (Taylor)展開して, (ρ+ ρ′)−1 � ρ−1(1 − ρ′/ρ) の近似を使って
いる. これらは (p′, ρ′, u′, w′)を従属変数とする線型微分方程式系である. 係数は ρ(z)で zのみに依存して

いる.

2次元非発散の連続方程式 (8.7)より, 流線関数 ψ(x, z, t)を次のように導入する：

u′ = −∂ψ
∂z
, w′ =

∂ψ

∂x
. (8.10)

運動方程式の rotをとる. つまり, ∂(8.8)/∂z − ∂(8.9)/∂x を計算し, 式 (8.10)を使うと, 次の渦度方程式を
得る：

− ∂

∂t

(
∂2

∂z2
+

∂2

∂x2

)
ψ =

1
ρ2

dρ

dz

∂p′

∂x
+
g

ρ

∂ρ′

∂x
. (8.11)

右辺第 1項は, 密度成層した流体中で水平気圧傾度力が働くときの渦度の生成を表し, 第 2項は, 水平に密
度差があるときの浮力による渦度の生成を表している. ここで, (8.8)と (8.10)より, 右辺第 1 項は流線関
数を用いて書き直せる. その結果の式と (8.6)より ρ′ を消去して, 最終的に次の流線関数 ψ(x, z, t)に対す
る線型偏微分方程式を得る：

∂2

∂t2

{(
∂2

∂x2
+

∂2

∂z2

)
ψ − 1

H

∂ψ

∂z

}
+N2 ∂

2ψ

∂x2
= 0. (8.12)

ただし, N はブラント-バイサラ (Brunt-Väisälä)振動数, H は密度のスケールハイトであり, 基本場の ρ(z)
によって次のように与えられる：

N2 = −g
ρ

dρ

dz
, (8.13)

H = −ρ
(
dρ

dz

)−1

=
g

N2
. (8.14)
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ここで, さらにN が z に依らず一定 (N0)と仮定する. つまり, スケールハイトも z に依存せず, 基本場の
密度は ρ(z) = ρ0e

−z/H0 であるとする. 次の変数変換

ψ̃(x, z, t) = e−z/2H0ψ(x, z, t), (8.15)

を行なうと, 方程式 (8.12)はさらに簡単な形に書ける：

∂2

∂t2

(
∂2

∂x2
+

∂2

∂z2
− 1

4H2
0

)
ψ̃ +N2

0

∂2ψ̃

∂x2
= 0. (8.16)

これは, 従属変数 ψ̃(x, z, t)に対する定係数の偏微分方程式であり, 適当な初期条件・境界条件を与えると
容易に解ける. 得られた ψ̃より, u′, w′ を次のように求めることができる：⎧⎪⎪⎨

⎪⎪⎩
u′ = −∂ψ

∂z
= −ez/2H0

(
∂

∂z
+

1
2H0

)
ψ̃,

w′ =
∂ψ

∂x
= ez/2H0

∂ψ̃

∂x
.

(8.17)

また, ρ′, p′もそれぞれ (8.6), (8.8) より求めることができ, 流体の運動が完全に決定される.

8.1.4 分散関係式

重力場のなかにある安定密度成層流体中の波動方程式 (8.16)で, H2
0 , N2

0 は定数なので, 次の正弦波解を考
えることができる：

ψ̃(x, z, t) = Re[Ψei(kx+mz−ωt)]. (8.18)

(8.18)を (8.16)に代入して整理すると, 重力波に対する分散関係式を得る：

ω2 =
N2

0k
2

k2 +m2 + (2H0)−2
. (8.19)

分散関係 (8.19)を図 8.1(a)に示す. 振動数 ω > 0として, 波数 k, mに対する ωを求めたものである. (波
数をH−1

0 , 振動数をN0で無次元化して, 無次元波数 (kH0, mH0)に対する無次元振動数 (ω/N0)を描いて
いる.) 式 (8.19)を変形すると, (N2

0 − ω2)k2 − ω2m2 = (ω/2H0)2 となり, ω =一定の線は 0 < ω2 < N2
0

の範囲で双曲線となっている. ω → 0で k → 0となり (図中の点線), 波面が水平面に近づく. これに対し
て, ω2 > N2

0 の振動数では, 分散関係を満たす波数は純虚数になる. すなわち, ブラント振動数 N0 より高

い振動数では正弦波として伝播する解がなく, 指数関数的な空間構造をもつ波 (外部波)となる.

分散関係 (8.19)より波の位相速度 (cpx, cpz)と群速度 (cgx, cgz)は, それぞれ次で与えられる (復号は k >

0, k < 0の順)：

cpx =
ω

k
= ± N0

(k2 +m2 + (2H0)−2)1/2
, (8.20)

cpz =
ω

m
= ± N0

(k2 +m2 + (2H0)−2)1/2

k

m
, (8.21)

cgx =
∂ω

∂k
= ± N0(m2 + (2H0)−2)

(k2 +m2 + (2H0)−2)3/2
, (8.22)

cgz =
∂ω

∂m
= ∓ N0km

(k2 +m2 + (2H0)−2)3/2
. (8.23)
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図 8.1: (a) 重力波の分散関係. H0 で無次元化した波数 (k,m)H0/2πの関数として, N0で無次元化した ω

をプロットした. 点線は ω = 0. (b) (a)の中に○と☆で示した重力波の鉛直断面内における等位相線. 破線
太矢印は位相速度を, 実線太矢印は群速度を示す.

ここで, cpxと cpzは水平および鉛直方向の位相速度であり,波面に垂直な位相速度c =
ω

|k|2 k =
ω

k2 +m2
(k,m)

の各成分ではないことに注意が必要である.

図 8.1(b)には, (a)の中で○と☆で示した重力波について, 鉛直断面内における等位相線, 位相速度 c, およ
び群速度 cg を示す. ここで, 群速度は (∂ω/∂k, ∂ω/∂m)なので, 図 8.1(a)の k-m平面での ω(k,m)の勾配
gradω(k,m)が実空間での群速度に比例する. 原点 (0,0)に近いほどこの勾配が大きく, 小さな波数の波の
ほうが群速度が大きい. また, 位相速度の向きは波数ベクトル k = (k,m)の向きなので, 図 8.1(a)で原点と
○や☆とを結べば, それが実空間で波の位相が伝わる向きとなる.

波の鉛直波長がスケールハイトよりも十分小さい場合,すなわち, |m| 
 1/(2H0)のとき, 分散関係式 (8.19)
で (2H0)−2の項が無視できて, 次のように書ける：

ω2 =
N2

0k
2

k2 +m2
= N2

0 cos2 φ. (8.24)

ただし, φは波数ベクトルの方位角である. この場合, ω は φだけに依存していて, 波の空間規模に依らな
い. これは, 図 8.1(a)の原点から離れたところでは, ω =一定の双曲線が原点を通る直線で近似できること
に対応している. 群速度でも同様の近似をすると, k · cg = 0となる. すなわち, 図 8.1(b☆)に示したよう
に, 群速度は波数ベクトルと直交し, 波のエネルギーは波面と平行の方向に伝播する. 原点付近ではこの近
似が妥当でないので, 群速度の向きは波面からずれる (○の場合).

8.1.5 波の構造と位相の伝播

正弦波解 (8.18)を (8.17)および (8.6), (8.8)に代入して, p′, ρ′, u′, w′ の位相関係を求めれば, 波の構造や伝
播の様相がわかる. ふたたび, 波の鉛直波長がスケールハイトよりも十分小さい (|m| 
 1/(2H0)) と仮定
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図 8.2: (a) 重力波の位相関係 (ω > 0, k > 0,m < 0の場合). (b) (a)で tに相当する時の重力波の空間構造.
破線太矢印は位相速度を, 実線太矢印は群速度を示す. 実線矢印は速度, 陰影部は ρ′ < 0の領域, HIGHと
LOWは, それぞれ p′の最大と最小.

すると, 次の関係を得る： ⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎩

p′ = −imω
k
ρψ̃,

ρ′ = − k
ω

ρ

H0
ψ̃,

u′ = −imψ̃,
w′ = ikψ̃.

(8.25)

ここで, u · k = 0, つまり, u · c = 0であり, 運動方向と波の伝播方向が直交するので, このような重力波は
横波である.

図 8.1(b)と同様に ω > 0, k > 0,m < 0の場合について, p′, ρ′, u′, w′ の位相関係を図 8.2(a)に示す. また,
このときの波の空間構造を図 8.2(b)に示す. k > 0,m < 0なので, kx+mz = 一定の等位相線は右上がり
の直線となっている. p′, u′, w′ が同じ位相で, ρ′よりも π/2だけ先行している. p′u′ > 0, p′w′ > 0なので,
波による仕事の方向は x, z の正方向 (群速度の方向)である.

波の位相が伝播する様子は, 図 8.2(b)の A-Dの順に, 次のように記述できる：

A この位相では, 流体粒子の運動はない. 密度が基本 (水平平均)場より低いので浮力を受けるが, 波面 (等
位相線)に垂直な成分は気圧傾度力と釣り合うので, 波面に平行に右上に加速される.

B 軽いものが持ち上げられた結果, 密度の摂動がなくなり, 浮力がゼロとなる. このとき, 流体粒子は速度
をもつので, さらに右上に変位する.

C やがて, 変位が止まり, 速度がゼロとなる. この変位のために密度は基本場より高く, 負の浮力をうける.
気圧傾度力との合力で波面に平行に左下に加速される.

D 重いものが押し下げられた結果, 密度の摂動がなくなり, 浮力がゼロとなる. 流体粒子は速度をもつので,
さらに左下に変位する. そして, やがてこの変位が止まり, Aの状態に戻って, この過程を繰り返す.
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8.2 慣性系での重力波 (圧縮性流体の場合)

重力波と音波が共存する世界. ラム波.

8.2.1 支配方程式系

8.2.2 分散関係式

8.3 回転系での重力波 (非圧縮性流体の場合)

いわゆる慣性重力波. ω → f 極限で慣性振動.

8.3.1 支配方程式系

8.3.2 分散関係式

8.4 実験と観測

8.4.1 室内実験：酒井ビデオ

WWWで 地球流体電脳倶楽部 (http://www.gfd-dennou.org/)に入り, 地球流体電脳倶楽部コレクション
の地球流体基礎実験集第 2版に進み, 内部重力波の項 (深海魚の幸福)を見ると, 実験装置, 写真, ビデオ
(MOVIES)がある. 実験の概要と見所は次の通りである：

実験装置 (幅, 高さ, 奥行き)= (58cm, 59cm, 10cm)

塩水成層 N = 1.6s−1. ブラント周期 TB = 2π/N = 3.9s.

実験 1(VIG1-7) 波源：孤立円柱. 直径 4 cmの円柱を水平に吊す.
振動周期： T = 10s, 9s, 8s, 7s, 6s, 5s, 3.8s.
分散関係式 (8.24) を満たす波面の振動数依存性. 高調波の発生 (T > 2TB). 非伝播性の外部波
(T = 3.8s).

実験 2(VWP1) 波源：波板. 直径 2 cmの円柱 4本を 4 cm間隔で水平に繋げる.
振動周期： T = 5.5s.
横壁での波の反射. 入射波と反射波の干渉.

実験 3(VLW1) 波源：孤立円柱. 直径 4 cmの円柱を 1 cmだけ実験流体に浸し, 一定速度 V = 1.6cm/s
で水平に引っ張る.
風下波 (Lee wave)の発生. 山岳波のアナロジー.
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図 8.3: ロッキー山脈付近での山岳波の飛行機観測例 (温位分布). Gill(1982)の教科書より Lilly(1978)を孫
引き.

8.4.2 観測

大気中で観測される重力波には, 対流圏内では山岳波や積雲活動に伴うもの等々があり, 中層大気中では対
流圏から伝播してきたものなどがある.

• 山岳波 (風下波)

• Lilly(1978)：ロッキー山脈での山岳波 (図 8.3). ← Gill(1982)p.289.
• Queney(1948)：ベル型山脈を越す気流の理論計算 (図 8.4). ← Gill(1982)p.278.

• 積雲活動に伴う重力波 (加熱に対する応答, 障害物 (∼山岳)効果)

• Purdom and Menzel(1994)：GOES-8リアルタイム雲画像. ← Joan Alexanderより.

• 中層大気

• Sato(1992)：京大MUレーダー (VHFレーダー)による成層圏の観測 (図 8.5). ←廣田 (1992)p.77.
• Balsley et al.(1983)：中間圏での VHFレーダー観測. ← Andrews et al.(1987)p.191
• Marshall(1969):30∼70 km領域での発煙弾観測. ← 松野・島崎 (1981)p.218.

参考文献

Andrews, D.G., J.R. Holton and C.B. Leovy, 1987: Middle Atmosphere Dynamics, Academic Press,
489pp.

note/dyn-met/wave-gravity1/wave-gravity1.tex 平成 18 年 1 月 16 日 (余田 成男)



102 気象学 I 第 8章 重力波

図 8.4: ベル型山脈を越す気流の理論計算例 (流れの鉛直成分). Gill(1982)の教科書より Queney(1948)を
孫引き.

図 8.5: 京大MUレーダー (VHFレーダー)による下部成層圏での重力波の観測例 (南北風成分). 廣田 (1992)
の教科書より Sato(1992)を孫引き.
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第9章 ロスビー波

地球流体特有の状況として, 前章で見た重力場のなかの運動であることと共に, 回転系での運動であること
があげられる. 地球をはじめ諸惑星や太陽などの自転の効果である. 現象の時間スケールが自転周期に比べ
て十分に短ければ, 自転の影響は無視できて, 慣性系で議論できる. 一方, 現象の時間スケールが自転周期
と同じくらいか, それより長ければ, 自転の効果を陽に考慮しなければならない. また, 現象の空間規模が
大きければ, 回転球面上の運動であることが重要になる. すなわち, 自転の効果の緯度依存性が基本的な役
割を果たす状況である.

この章では, 回転球面に特有の波動であるロスビー波 (Rossby waves)を取り上げる. 最も基本的な状況と
して, 球面上の 2次元非発散完全流体を考え, そこでの波動を解析する. 復元力をもたらすものは, 絶対渦
度の保存則であり, 基本場の渦度勾配である. まず, 基本的な力学を理解するために, 渦度ジャンプ面に補
足された波動を解析する. つぎに, 基本場の渦度勾配が全球に広がった球面領域でのロスビー波をみる. さ
らに, 中緯度域に限った β 平面で, 違った幾何条件でのロスビー波をみる. 前者が惑星全体を認識した波動
であるのに対して, 後者は必ずしも惑星全体を認識していない “局所的な”ロスビー波である.

9.1 渦度ジャンプ面に捕捉された波動

重力波の身近な具体例としては水面の波があったが, それは密度の不連続面に捕捉された波動であった. こ
こでは, まず平面上の 2次元非発散完全流体の運動で, 水面重力波と類似的に渦度ジャンプがある基本場を
考えて, それに加えられた擾乱が波動として伝播する様子を示そう. このような流れ場の解析にはコンター
力学の手法が有効であるが, ここでは素朴な線型解析に留める.

9.1.1 2次元非圧縮流の渦度方程式

第 3.3節でみたように, 非圧縮完全流体 (ρ = ρ0 =一定, ν = 0)の渦度方程式は, 式 (3.19)で与えられた：(
∂

∂t
+ u · grad

)
ω =

Dω

Dt
= (ω · grad)u. (9.1)

ここで, 流れが水平 2次元 (u = (u, v, 0))であるとすると, ω = (0, 0, ζ)となり右辺は 0となるので, 渦度
方程式の鉛直成分は次のように書ける：

(
∂

∂t
+ u · grad)ζ =

Dζ

Dt
= 0. (9.2)

すなわち, 水平 2次元の非圧縮完全流体では, 渦度の鉛直成分 ζ がラグランジュ的保存量になる.
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非圧縮なので, 流れ関数 ψ(x, y, t)を

u = −∂ψ
∂y

, v =
∂ψ

∂x
, (9.3)

として導入すると, 渦度方程式の鉛直成分 (9.2)は,

∂

∂t
ζ +

∂(ψ, ζ)
∂(x, y)

= 0, (9.4)

となる. ここで, ζ = ∆2ψ であり, ∆2 は 2 次元ラプラアシアン, ∂(ψ, ζ)/∂(x, y) は 2 次元ヤコビアン
(Jacobian)である：

∂(A,B)
∂(x, y)

=
∂A

∂x

∂B

∂y
− ∂A

∂y

∂B

∂x
. (9.5)

9.1.2 渦度ジャンプ面に捕捉された線型波動

いま, 無限に広がる領域で x 方向に流れる帯状流 (u(y), v=0)を基本場とする. 帯状流の渦度 ζ が y > 0
で ζ1, y < 0で 0と, y = 0でジャンプしているとして,

u(y) =

{
−ζ1y, (0 ≤ y < +∞), :領域 1
0, (−∞ < y < 0), :領域 2

(9.6)

とする (図 9.1a,b). この基本場に加えられた微小な擾乱の流れ関数を ψ′(x, y, t) として, 擾乱に対する線型
化した渦度方程式は, (

∂

∂t
+ u(y)

∂

∂x

)
∆2ψ

′ +
∂ψ′

∂x

dζ

dy
= 0, (9.7)

となる. ここで,
ψ′(x, y, t) = Re

[
Ψ(y)eik(x−ct)

]
, (9.8)

という型の正弦波解を仮定すると, Ψ(y)に対する微分方程式が次のよう得られる：

(u− c)
(
d2Ψ
dy2
− k2Ψ

)
+
dζ

dy
Ψ = 0. (9.9)

基本場の渦度ジャンプがある y = 0以外の領域では, dζ/dy = 0 であるから, u − c �= 0として解くべき微
分方程式 (9.9)は以下のように簡単になる：

d2Ψ
dy2
− k2Ψ = 0. (9.10)

境界条件は, y = ±∞で擾乱の振幅が 0であるとする：

Ψ(+∞) = Ψ(−∞) = 0. (9.11)

また, y = 0での解の接続の条件は, Ψ(y)の連続性により,

ε→ 0 のとき, Ψ(+ε) = Ψ(−ε), (9.12)

となる. また, y = 0で (9.9)の y 微分を差分で置き換えることにより, dΨ(y)/dyの接続条件は,

ε→ 0 のとき, (u(0)− c)
[
dΨ
dy

]+ε

−ε

−Ψ(0)
[
du

dy

]+ε

−ε

= 0, (9.13)
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図 9.1: 渦度ジャンプ面に捕捉された波動. (a) 基本帯状流の渦度分布. (b) 基本帯状流の速度分布. (c) 渦
度ジャンプ面に捕捉された波の水平構造. 陰影部は ψ′ < 0の領域. 水平速度を矢印で示す. 太矢印は, 位相
速度の向き.

となる.

微分方程式 (9.10)より, 各領域での解 Ψ(y) は,

Ψ(y) =

{
A1e

ky +B1e
−ky, (0 ≤ y < +∞), :領域 1

A2e
ky +B2e

−ky, (−∞ < y < 0), :領域 2
(9.14)

とおける. ここで, k > 0とする. 境界条件 (9.11)よりA1 = B2 = 0であり, 接続条件 (9.12)よりB1 = A2

である. すなわち, 正弦波解 (9.8)は,

ψ′(x, y, t) = e−k|y|Re
[
A2e

ik(x−ct)
]
, (9.15)

となる. 図 9.1 にこの波の水平構造を示す. この擾乱は y = 0から遠ざかるにつれて指数関数的に減衰し,
その位相は y 方向には変化しない. これを接続条件 (9.13)に代入して,

c = − ζ1
2k
, (9.16)

を得る. cが実数なので, 擾乱は中立である. ζ1 > 0として y = 0で基本場の渦度が増加するとすると, c < 0
となり, 擾乱は xの負の方向に伝播する. 逆に, 基本場の渦度が減少すると擾乱は xの正の方向に伝播する.
位相速度が波数に反比例している (長波長の波ほど速い)ので, これは分散性の波動である. ポテンシャル
渦度方程式が時間に関して 1階の微分方程式なので, 波動解は一つだけである. 水面の波のように xの両方

向に対称的に波が伝わっていくわけではない.

擾乱の流れ関数は (9.15)で与えられるが, 擾乱の渦度場∆2ψ
′ は逆位相, y 方向の速度 v′ = ∂ψ′/∂x は π/2

だけ x の負の方向に位相がずれる. 結局, この渦度ジャンプを横切る流れによって基本場の渦度が移流さ
れて, 擾乱の渦度場が x の負の方向に伝播することになる.
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108 気象学 I 第 9章 ロスビー波

9.2 回転球面上の渦度方程式

回転球面上で静止した流体は, 系の自転による惑星渦度だけを持つがその鉛直成分は緯度の関数になってい
る. すなわち, 前節で見た渦度のジャンプ (勾配)が至る所にあるわけで, 球面全部を伝播領域とする波動が
可能である. この節では, 準備として, まず回転球面上の渦度方程式を導出しておく.

9.2.1 球面上の 2次元非圧縮流の渦度方程式

非圧縮性流体の連続方程式 divu = 0は, 半径 aの球面上の 2次元幾何を仮定すると, 次のようになる：

1
a cosφ

∂u

∂λ
+

1
a cosφ

∂

∂φ
(v cosφ) = 0. (9.17)

ここで, 流線関数 ψ(λ, φ, t)を導入する：

u = −1
a

∂ψ

∂φ
, v =

1
a cosφ

∂ψ

∂λ
. (9.18)

流線関数を用いると, 渦度の鉛直 (er)成分は次のように与えられる：

ζ = er · ω,
=

1
a cosφ

{
∂v

∂λ
− ∂

∂φ
(u cosφ)

}
,

=
1

a2 cos2 φ
∂2ψ

∂λ2
+

1
a2 cosφ

∂

∂φ

(
cosφ

∂ψ

∂φ

)
,

≡ ∆2ψ. (9.19)

結局, 渦度方程式 (9.2)は, 球面上で具体的に次のような表式となる：

Dζ

Dt
=
(
∂

∂t
+

u

a cosφ
∂

∂λ
+
v

a

∂

∂φ

)
ζ = 0. (9.20)

ここで, これを流線関数 ψ(λ, φ, t)を使って書き換えると,

∂

∂t
∆2ψ − 1

a2 cosφ
∂ψ

∂φ

∂∆2ψ

∂λ
+

1
a2 cosφ

∂ψ

∂λ

∂∆2ψ

∂φ
= 0,

∂

∂t
∆2ψ +

1
a2 cosφ

∂(ψ,∆2ψ)
∂(λ, φ)

= 0. (9.21)

ただし, 第 2項目の ∂(ψ,∆2ψ)/∂(λ, φ)は 2次元ヤコビアンである.

ここで, 後ほどの解析を意識して次の座標変換を行なっておく. 緯度 φ のかわりにサイン緯度 µ ≡ sinφ を
用いると, dµ/dφ = cosφ =

√
1− µ2 より, 速度 (u, v) および 2次元ラプラシアン (Laplacian) ∆2 は次に

なる：

u = −
√

1− µ2

a

∂ψ

∂µ
, (9.22)

v =
1

a
√

1− µ2

∂ψ

∂λ
, (9.23)

∆2 =
1
a2

[
1

1− µ2

∂2

∂λ2
+

∂

∂µ

{
(1− µ2)

∂

∂µ

}]
. (9.24)
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また, 流線関数を使った渦度方程式 (9.21)は次のように書ける：

∂

∂t
∆2ψ +

1
a2

∂(ψ,∆2ψ)
∂(λ, µ)

= 0. (9.25)

9.2.2 回転球面上の 2次元非圧縮流の渦度方程式

第 2.2.2節で示した伝統的な近似の下で, 2次元非圧縮完全流体の運動方程式は次のようになる：(
∂

∂t
+

u

a cosφ
∂

∂λ
+
v

a

∂

∂φ

)
u− uv tanφ

a
− 2Ωv sinφ = − 1

ρ0a cosφ
∂p

∂λ
, (9.26)(

∂

∂t
+

u

a cosφ
∂

∂λ
+
v

a

∂

∂φ

)
v +

u2 tanφ
a

+ 2Ωu sinφ = − 1
ρ0a

∂p

∂φ
. (9.27)

これより渦度方程式 (鉛直成分)を求めると, 惑星回転 (コリオリ項)による寄与 er · rot(2Ω×u) =
2Ω
a2

∂ψ

∂λ
が加わり, 流線関数を用いた表記で次となる：

∂

∂t
∆2ψ +

1
a2

∂(ψ,∆2ψ)
∂(λ, µ)

+
2Ω
a2

∂ψ

∂λ
= 0. (9.28)

ここで, 絶対渦度の鉛直成分 q ≡ ζ + 2Ωµ を用いると,

∂q

∂t
+

1
a2

∂(ψ, q)
∂(λ, µ)

=
Dq

Dt
= 0, (9.29)

となり, 絶対渦度の鉛直成分が, 水平 2次元の流れとともに保存されるラグランジュ保存量となる. これが,
回転球面上の 2次元非圧縮流の渦度方程式である. ここで, 2Ωµ は惑星の自転による渦度 (惑星渦度)で, 慣
用的に f で表記し, コリオリ・パラメータと呼ぶ. また, 絶対渦度 (の鉛直成分) q に対して ζ を相対渦度

(の鉛直成分)と呼ぶ.

9.3 ロスビー・ハウルビッツ波

回転球面上の 2次元非圧縮流の渦度方程式を支配方程式として, そこに含まれる波動解を解析する. この
ような回転球面に特有の波動をその発見者にちなんでロスビー波と呼ぶ. 球面での解析はハウルビッツ
(Haurwitz)が最初に行なったので, これからは球面上での解をとくにロスビー・ハウルビッツ波と呼ぶこ
とにする.

9.3.1 支配方程式と基本場と線型擾乱

支配方程式は, 回転球面上の 2次元非圧縮流の渦度方程式で, 流線関数 ψ(λ, φ, t)を従属変数とする非線型
偏微分方程式である：

∂

∂t
∆2ψ +

1
a2

∂(ψ,∆2ψ)
∂(λ, µ)

+
2Ω
a2

∂ψ

∂λ
= 0. (9.30)

ここで, 基本場として静止解 u = v = 0を考える. すなわち, ψ =一定, である. ψ(λ, µ, t) = ψ + ψ′(λ, µ, t)
として, 微小擾乱 ψ′(λ, µ, t)に対する線型化した支配方程式を求めると, 次になる：

∂

∂t
∆2ψ

′ +
2Ω
a2

∂ψ′

∂λ
= 0. (9.31)
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9.3.2 波動解と分散関係式

東西および時間方向に周期性を仮定して, つぎの正弦波解を考える：

ψ′(λ, µ, t) = Re[Ψ(µ)ei(sλ−ωt)]. (9.32)

ここで, sは整数で, 帯状 (東西)波数という. すなわち, 経度方向に惑星を一周したときの波数である. こ
れを (9.31)に代入して整理すると次になる：

d

dµ

{
(1− µ2)

d

dµ

}
Ψ(µ)−

(
s2

1− µ2
− 2Ωs

ω

)
Ψ(µ) = 0. (9.33)

これは, 両極 µ = ±1で非正則な境界条件をとるストルム-リュウビル (Strum-Liouville)型の常微分方程式
である (今村, 1976; p.215). これはルジャンドル (Legendre)の陪微分方程式と呼ばれるもので, 一般解は
固有値 −2Ωs/ω = n(n + 1)(nは自然数)に対応する固有関数系 {P s

n(µ)} (n ≥ |s|)で与えられる. ここで,
P s

n(µ)はルジャンドル陪関数である. 結局, 渦度方程式 (9.31)の球面領域での解として, 次の球面調和関数
で書ける波動解が存在する：

ψ′(λ, µ, t) = Ψ0P
s
n(µ)ei(sλ−ωt). (9.34)

この波動解をロスビー・ハウルビッツ波と呼ぶ. 分散関係式は, 上の固有値より次で与えられる：

ω = − 2Ωs
n(n+ 1)

. (9.35)

東西方向の位相速度は, k = 2π/L = 2π/(2πa/s) = s/a より,

c =
ω

k
=
aω

s
= − 2Ωa

n(n+ 1)
, (9.36)

となり, 波数によらず c < 0で, 西進する. 全波数 nが小さいほど, 西進速度が大きい.

9.3.3 波の構造と位相の伝播

ロスビー・ハウルビッツ波の流線関数は球面調和関数 Y s
n (λ, µ) = P s

n(µ)eisλ で書けて, 次の性質がある：

∆2Y
s
n = −n(n+ 1)Y s

n . (9.37)

すなわち, この波の渦度場 ∆2ψは流線関数と同じ空間構造で, 逆符合をとる. n = 1 ∼ 3の球面調和関数を
図 9.2に示す. n− sは南北の節の数であり, これが偶数のとき流線関数は赤道対称であり, 奇数のとき赤道
反対称である.

速度場は (9.22), (9.23)で与えられるので, 図 9.3左上の矢印で示すようになる. このとき, 渦度場は図 9.3
右上であるが, その時間変化は左下に示したようになるので, 渦度場はやがて図 9.3右下のように変化する.
ここで鍵となるのは, 流体粒子がラグランジュ的に絶対渦度 (ζ + 2Ωµ)を保存し, かつ, 惑星渦度 (2Ωµ)が
サイン緯度の単調増大関数であるということである. すなわち, 正の渦度領域の西側では北風成分 (v < 0)
であり, 流体粒子運動に乗って µが小さくなる (惑星渦度が小さくなる)ので, 絶対渦度を保存するために
相対渦度 ζ が増加しなければならない. 一方, 東側では, ちょうど逆のセンスであり, 相対渦度は減少する.
結局, ある渦度場に対して, その時間変化項は西に π/2位相がずれているので, この渦度パターンが西進す
ることになる.
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図 9.2: ロスビー・ハウルビッツ波 (球面調和関数 Y s
n )の空間構造. n = 1 ∼ 3, s = 0 ∼ n. 負領域に陰影を

つける. 地図投影はモルワイデ (Mollweide)図法.

図 9.3: ロスビー・ハウルビッツ波の空間構造と伝播のしくみ. n = 1, s = 1の場合. (左上) 流線関数 (負
領域に陰影)と速度場, (右上) 相対渦度場, (左下) 相対渦度場の時間変化項, (右下) 相対渦度場の時間発展.
地図投影はモルワイデ図法.
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図 9.4: ラプラスの潮汐方程式を解いて得られた地球的規模の大気波動の水平構造 (松野・島崎, 1981; 第
5.12図より). 北半球で経度 180度の範囲を示す. (a) 東西波数 1で赤道対称の基底モード (通称「5日波」),
(b) 東西波数 1で赤道対称の第二モード (通称「16日波」).

9.3.4 観測

発散のある 3次元大気でも基本的に同様のメカニズムで伝播する波動が存在する. ラプラス (Laplace)の
潮汐方程式の固有解で, 第 2 種自由振動と呼ばれるものである (図 9.4; 松野・島崎 (1981) 第 5.2.6節よ
り). 衛星観測全球データの解析ではいくつかの (n, s)に対する波動が確認されており, 図 9.5は Hirota and
Hirooka(1984) による 5日波の典型例である.

9.4 β平面上のロスビー波

第 2.5.2節で導入した, 中緯度で回転球面に接する平面, いわゆる中緯度 β 平面を用いて, そこでの波動解
であるロスビー波を解析する. 前節のロスビー・ハウルビッツ波解は惑星全体を認識したものである. すな
わち, 経度方向には周期境界とし, 両極での境界条件を課して得られた波動解であった. これに対して, こ
の節では, 惑星全体を認識していない状態の波動を考える. 局所的な波源から出た波が惑星全体に広がりき
らない状況を思い浮かべればよい.

9.4.1 中緯度β平面

ある基準となる経度 (λ0), 緯度 (φ0)を考え, そこでこの球面に接する直交直線座標系 (x, y)を導入する：{
x = (a cosφ0)λ,
y = a(φ− φ0).

(9.38)

ただし, |x|, |y| � a とする. このとき, φ =
y

a
+ φ0, |y

a
| � φ0 より, µ = sinφ = sin(φ0 +

y

a
) �

sinφ0 +
y

a
cosφ0と近似できるので, コリオリ・パラメータは次のように変換される：

f = 2Ω sinφ � 2Ω sinφ0 + 2Ω
y

a
cosφ0 ≡ f0 + βy. (9.39)

ここで, f の y 微分を慣用に従って β で表している. このような近似の下で導入した座標系が中緯度 β 平

面と呼ばれる所以である. また, dx/dλ = a cosφ0, dy/dµ = a/ cosφ0 なので, 球面上での 2次元ラプラシ
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図 9.5: TIROS-N衛星搭載 SSUで観測された上部成層圏での 5日波. Andrews et al.(1987)の教科書より
Hirota and Hirooka(1984)を孫引き (p.171). 1980年 8月 28日から 9月 2日までの 6日間. ジオポテンシャ
ルハイトの東西波数 1成分のうち, 周期 5-6日の西進波のみをフィルターで取り出した結果. コンター間隔
は 20m.
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アンとヤコビアンは, それぞれ次のように変換される：

∆2 =
∂2

∂x2
+

∂2

∂y2
≡ ∆, (9.40)

∂(A,B)
∂(λ, µ)

= a2 ∂(A,B)
∂(x, y)

. (9.41)

これらを回転球面上の渦度方程式 (9.28)に代入することにより, 次の β 平面近似渦度方程式を得る：

∂

∂t
∆ψ +

∂(ψ,∆ψ)
∂(x, y)

+ β
∂ψ

∂x
= 0. (9.42)

9.4.2 支配方程式と基本場と線型擾乱

支配方程式は, β 平面近似渦度方程式 (9.42)で, 流線関数 ψ(x, y, t)を従属変数とする非線型偏微分方程式
である. 基本場として静止解 u = v = 0, ψ =一定, を考える. ψ(x, y, t) = ψ + ψ′(x, y, t)として, 微小擾
乱 ψ′(x, y, t)に対する線型化した支配方程式を求めると, 次になる：

∂

∂t
∆ψ′ + β

∂ψ′

∂x
= 0. (9.43)

9.4.3 分散関係式

時間・空間方向に周期性を仮定して, つぎの正弦波解を考える：

ψ′(x, y, t) = Re[Ψ0e
i(kx+ly−ωt)]. (9.44)

これを (9.43)に代入して整理すると, β 平面上の 2 次元非発散ロスビー波に対する分散関係式を得る：

ω = − kβ

k2 + l2
. (9.45)

β > 0なので, ωと kはつねに逆符号をとる. 分散関係 (9.45)を図 9.6に示す. 波数を惑星半径の逆数 a−1,
振動数を惑星自転角速度 Ωで無次元化して, (a)では無次元波数 (ka, la)に対する無次元振動数 (ω/Ω)を
描いている (ω > 0とした). 式 (9.45)を変形すると, {k + (β/2ω)}2 + l2 = (β/2ω)2となり, ω =一定の線
は, 中心が (−β/2ω, 0), 半径が β/2ω の円となっている. ωが大きくなるにつれて, この円は小さくなり, 原
点に近づく. 一方, (b)は無次元化した南北波数 laを kaと ω/Ωに対して求めたものである. 陰影部では
ω > −β/kとなり, lが純虚数となる. 正弦波として南北に伝播する解がなく, 波動解は指数関数的な空間構
造をもつ外部波になる.

分散関係 (9.45)より波の位相速度 (cpx, cpy)と群速度 (cgx, cgy)は, それぞれ次で与えられる：

cpx =
ω

k
= − β

k2 + l2
, (9.46)

cpy =
ω

l
= − β

k2 + l2
k

l
, (9.47)

cgx =
∂ω

∂k
=
β(k2 − l2)
(k2 + l2)2

, (9.48)

cgy =
∂ω

∂l
=

2βkl
(k2 + l2)2

. (9.49)
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図 9.6: β 平面上の 2次元非発散ロスビー波の分散関係. (a) Ωで無次元化した ωを, 惑星半径 aで無次元

化した波数 (k, l)aの関数としてプロットした. 破線太矢印は実空間における位相速度を, 実線太矢印は同
じく群速度を示す. (b) 南北波数 laを kaと ω/Ωの関数としてプロットした. 陰影部は l2 < 0. ☆で示した
ロスビー波の構造を次の図に示す.

cpx < 0より, 位相は常に西進することがわかる. 一方, 群速度は (k2 − l2)の符合によって異なり, 正のと
き cgx > 0, 負のとき cgx < 0である. すなわち, 波面が南北方向に近いときは東向きエネルギー伝播であ
り, 東西方向に近いときは西向きエネルギー伝播である.

群速度は (∂ω/∂k, ∂ω/∂l)なので, 図 9.6(a)の k-l平面での ω(k, l)の勾配 gradω(k, l)が実空間での群速度
に比例する. 原点 (0,0)に近いほどこの勾配が大きく, 小さな波数の波のほうが群速度が大きい. また, その
向き (実線太矢印)は, つねに ω =一定の円 (破線)の円周上の点からその円の中心 (黒丸)に向く. 東西方
向の群速度は ∂ω/∂kなので, 図 9.6(b)の一点鎖線より左 (高波数)側で東向き, 右 (低波数) 側で西向きで
ある. (図 9.6(b)で, l =一定の曲線の勾配は一点鎖線より左側で正, 右側で負である.)

9.4.4 波の構造と位相の伝播

正弦波解 (9.44)に対して速度・渦度と流線関数の位相関係は次のようになる：

u′ = −∂ψ
′

∂y
= −ilψ′, (9.50)

v′ =
∂ψ′

∂x
= ikψ′, (9.51)

ζ′ = ∆ψ′ = −(k2 + l2)ψ′. (9.52)

u · k = 0, つまり, u · c = 0 であり, 運動方向と波の伝播方向が直交するので, このようなロスビー波は横
波である.

図 9.6中に☆で示したロスビー波の位相関係を図 9.7(a)に示す. また, このときの波の空間構造を図 9.7(b)
に示す. k < 0, l > 0なので, kx+ ly =一定の等位相線は右上がりの直線となっている. u′, v′ が同じ位相
で, ψ′よりも π/2だけ先行している. 渦度は当然ながら ψ′と逆位相である.

波の位相が伝播する様子は, パーセル的な考え方や渦度による説明がある (竹広ノート).
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図 9.7: (a) ロスビー波の位相関係 (ω > 0, k < 0,m > 0の場合; 前の図中の☆). (b) (a)で tに相当する時

のロスビー波の空間構造. 破線太矢印は位相速度を, 実線太矢印は群速度を示す. 実線矢印は速度, 陰影部
は ζ′ < 0の領域.

9.4.5 ロスビー波の分散

初期値問題を解く (竹広ノート).

9.5 一様流中のロスビー波

これまでの波動の解析では, 基本場として静止した流体を仮定してきたので, 2次の非線型である移流項
(u · grad)uは微小として全く考慮してこなかった. この項のために, 一般には, 流れのなかの波動は必ずし
も自明でない振舞いをし, さまざまな問題を提供する. 移流項を陽に扱う解析には難しさを伴う場合があり,
適切な物理数学的手法が要求される. この節では, 移流項を扱う最も基本的な場合として, 一様な流れのな
かのロスビー波を考える.

9.5.1 支配方程式と基本場と線型擾乱

前節と同様に, 支配方程式は β 平面近似渦度方程式 (9.42)である. 基本場として一様東西流 U0を考える.
u = −∂ψ/∂y = U0より, 流線関数を

ψ(x, y, t) = −U0y + ψ′(x, y, t), (9.53)

として, 微小擾乱 ψ′(x, y, t)に対する線型化した支配方程式を求め, 次を得る：(
∂

∂t
+ U0

∂

∂x

)
∆ψ′ + β

∂ψ′

∂x
= 0. (9.54)
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図 9.8: (a) δ関数的な波源 (黒丸)をスイッチ・オンの後に定常に維持した場合のロスビー波の応答. ∆t時
間後の様子. 実線と点線は波の等位相線で, 破線の円内だけに応答が現れる. (b) 停滞波の波数は, k-l平面
で半径 (β/U0)1/2の円. (c) 群速度は cgx-cgy 平面で, (U0, 0)を中心とする半径 U0の円. これらの図で一点
鎖線の矢印はある特定の波.

9.5.2 分散関係式

正弦波解 ψ′(x, y, t) = Re[Ψ0e
i(kx+ly−ωt)] を (9.54)に代入して整理すると, 一様東西流中のロスビー波に

対する分散関係式を得る：

ω = U0k − kβ

k2 + l2
. (9.55)

静止基本場の場合 (9.45)に比べて, U0kだけ振動数が変化する. 西風 (U0 > 0)の場合には, k < 0なので
振動数は小さくなり, U0 = β/(k2 + l2)のとき, ω = 0となる. このとき, 波は空間に固定された停滞波
(stationary wave)となる. 一般に, 波の位相速度 (cpx, cpy)と群速度 (cgx, cgy)は, 分散関係式 (9.55)よりそ
れぞれ次で与えられる：

cpx = U0 − β

k2 + l2
, (9.56)

cpy =
(
U0 − β

k2 + l2

)
k

l
, (9.57)

cgx = U0 +
β(k2 − l2)
(k2 + l2)2

, (9.58)

cgy =
2βkl

(k2 + l2)2
. (9.59)

東西 (x)方向の位相速度と群速度は, 静止基本場のそれぞれに U0が加わるだけである. 流れ U0にのってみ

ると, 静止した基本場の場合と同じ分散をする. 南北 (y)方向の位相速度は一様東西流の影響があるが, 群
速度は静止基本場の場合と同じである.
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9.5.3 局所的な波源に対する定常応答

Lighthill(1966)は, 波源の空間構造が δ関数で与えられ, 時間的にはスイッチ・オンの後に定常に維持され
る場合について, ロスビー波の応答を調べた．図 9.8(a)は応答の模式図で, 波面は波源 (黒丸)から同心円的
に拡がる. そして, このような定常波応答が存在する領域は, 波源から風下側に U0∆tだけ離れた点 (白丸)
を中心とする半径 U0∆tの円内に限られる. Lighthillは鞍点法により波の位相だけを調べたが, 林 (1987)
はさらに振幅分布を求めて, さらに深い考察を加えている.

図 9.8(a)の応答パターンは, ロスビー波の群速度を調べることにより, 次のように理解できる.

定常解 (ω = 0)の場合, 分散関係式 (9.55)より次を得る：

U0k(k2 + l2 − β

U0
) = 0. (9.60)

すなわち, 停滞波の波数は, k = 0または k2 + l2 = β/U0 でなければならない. 後者は図 9.8(b)に示す波数
空間で半径

√
β/U0の円である.

k = 0の場合には, 群速度cgは次で与えられる：

cg = (U0 − β

l2
, 0). (9.61)

一方, k2 + l2 = β/U0の場合には,

cg = 2U0
k

k2 + l2
(k, l) = 2U0

k

k2 + l2
k. (9.62)

となり, 群速度の向きが波数ベクトルの向きと同じになる (cg ‖ k). さらに, 群速度の方向依存性は, 波数
ベクトルの向きを α (cosα = k/

√
k2 + l2)と表記すると,

|cg| = 2|U0| cosα, (9.63)

と書けるので, cgx-cgy 平面内で, 図 9.8(c)に示す円となる. ちょうど風下 (α = 0)には 2|U0|でもっとも速
く情報が伝播する (応答が現れる). 実空間では群速度に∆tを掛けた領域に応答が現れるので, 図 9.8(a)と
なる.

9.5.4 観測

• テレコネクション (Teleconnection)

• Wallace and Gutzler(1981)
対流圏月平均循環場の年々変動の解析により, ロスビー波列の “大円” 伝播を示唆するパターン
を得た (図 9.9). PNA(Pacific/North American)パターンなど, それぞれに固有の名前がつけら
れた.
• Hoskins and Karoly(1981)
基本的には, 長周期の局在した加熱場に対する大気の線型定常応答と考えられる. 例えば, エル
ニーニョ時の降水に伴う加熱などをイメージすればよい.
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図 9.9: 北半球冬季 (12, 1, 2月)の月平均 500 hPa高度場の同時相関パターンで卓越する構造 (Wallace and
Gutzler, 1981; Wallace and Blackmon, 1983, Fig. 3.4). (左) 太線：相関解析で得られた 5つの強いパター
ン. PNA(Pacific/North American), WA(West Atlantic), EA(East Atlantic), EU(Eurasian), WP(West
Pacific). +, −は正相関か負相関. 細線：冬季平均 500 hPa 高度場. (右) 強い負相関のある地域. 薄い陰は
相関が −0.6より強く, 濃い陰は −0.75より強い領域. 最大値を 100倍した数字で示す.

図 9.10: 北半球の季節平均 30 hPa 高度場 (実線, km) と温度場 (破線, ◦C). (左) 冬季平均 (12, 1, 2月),
(右) 夏季平均 (6, 7, 8月). Holton(1975; Fig. 1.9)より.
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• 冬季成層圏停滞波

• 気候図 (例えば, Holton, 1975: Fig. 1.9)
冬季には U0 > 0で定常ロスビー波解があり, 実際の流れ場は南北に蛇行する周極流である. 一
方,夏季成層圏ではU0 < 0で定常ロスビー波解がなく,流れ場はほとんど東西に構造をもたない.
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第10章 波と流れの相互作用

これまでの 3つの章で紹介してきた音波, 重力波, ロスビー波は, ほとんどが静止した場での波であった. ま
ず, 線型波解析についての基礎知識を整理するために, 扱いの簡単な静止基本場を取り上げたのである. も
しも, 波の位相速度が場の流速に比べて十分に速ければ (例えば, 一日に地球を一周する潮汐波など), 静止
基本場の仮定も十分に妥当であるが, そうでない場合には基本場が静止していない (すなわち, 流れがある)
ことを考慮する必要がある.

この章では, 流れのある中での波の形態と流れに対する波の働きについて考える. いわゆる, 波と平均流の
相互作用と呼ばれる理論的枠組で, その構築と整理・理解が 1970年代から急速にすすんだところである.
このような進展は, 冬季成層圏突然昇温現象, 赤道大気準二年周期振動, 中間圏界面弱風層などの中層大気
中の顕著な現象の発見とそれらの力学の解明とに深く関わっている. 今日では, これらの現象は基本的に波
と流れの相互作用により説明されている. ここでは, おもに重力波を具体例として, 波と流れの相互作用に
関する基本的な考え方を紹介する.

10.1 一般流中の内部重力波

10.1.1 基礎方程式系

重力場のなかにおかれた鉛直 2次元空間 (x, z)での非圧縮性完全流体の連続方程式 (8.1)と運動方程式 (8.2)
は次であった：

∂ρ

∂t
+ div(ρu) = 0, (10.1)

divu = 0, (10.2)
∂u

∂t
+ grad

|u|2
2
− u× rotu = −1

ρ
gradp+ g. (10.3)

ここで, g = (0,−g)は重力による外力であり, 連続方程式はオイラー式記述で, 運動方程式はベクトル不変
系 (p. 6参照)で書いてある. 非圧縮性の仮定によりエネルギー方程式と状態方程式を陽に考える必要がな
く, (10.1), (10.2), (10.3)は, (p, ρ,u) で閉じた方程式系となっている.
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10.1.2 運動エネルギーと位置エネルギー

解析を進める前に, 今考えている系のエネルギーについて考えておく. まず, 単位体積あたりの運動エネル
ギー (kinetic energy)と位置エネルギー (potential energy)を次のように定義する：

K ≡ 1
2
ρ|u|2, (10.4)

P ≡ ρgz. (10.5)

これらをあわせて機械的エネルギー (mechanical energy)という. 非圧縮の仮定により内部 (熱)エネルギー
は不変なので, これを陽に考える必要はない.

(10.1)に |u|2/2をかけ, また, (10.3) と ρuとの内積をとると, それぞれ,

1
2
|u|2 ∂ρ

∂t
+

1
2
|u|2div(ρu) = 0, (10.6)

ρ
∂

∂t
(
|u|2
2

) + ρu · grad
|u|2
2

= −u · gradp+ ρu · g, (10.7)

となり, 辺々を加えて整理すると, 次を得る：

∂

∂t
(
1
2
ρ|u|2) + div(

1
2
ρ|u|2u) = −div(pu) + ρu · g. (10.8)

ここで, ベクトル関係式 div(ΦA) = A · gradΦ + ΦdivAを用いている. (10.4)の表式を使うと, 運動エネ
ルギーの局所的な時間変化は次のように書ける：

∂K
∂t

+ div(Ku) = −div(pu)− ρgw. (10.9)

一方, 位置エネルギーの局所的な時間変化は次のように考える：

∂P
∂t

=
∂

∂t
(ρgz),

= ρ
∂

∂t
(gz) + gz

∂ρ

∂t
,

= ρ

{
∂

∂t
+ u · grad

}
gz − ρu · grad(gz)− gzdiv(ρu),

= ρg
Dz

Dt
− div(ρgzu). (10.10)

結局,
∂P
∂t

+ div(Pu) = ρgw, (10.11)

と書ける.

ここで, 式 (10.9)と式 (10.11)とを足し合わせると,

∂(K + P)
∂t

= −div {(K + P)u} − div(pu), (10.12)

となる. これは, (機械的エネルギーの時間変化) = (機械的エネルギー・フラックスの溜り) + (圧力による
仕事), という関係を表している. 足し算で打ち消しあって消えた項が位置エネルギーと運動エネルギーと
の変換項である. 前者から後者への変換項は,

C(P → K) = −ρgw, (10.13)
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である. 密度と鉛直速度が負相関であれば, 位置エネルギーから運動エネルギーへの変換が起こっているこ
とになる. すなわち, 軽いもの (ρ′ < 0)が上昇 (w > 0)して, 重いもの (ρ′ > 0)が下降 (w < 0)する状況で
ある.

ある領域 S を考えて, この領域内のエネルギーをそれぞれ, K ≡ ∫sKdS, P ≡ ∫s PdSとし, (10.12)を領域
積分する. ガウス (Gauss)の発散定理により,

d

dt
(K + P ) = −

∫
l

(K + P )u · ndl −
∫

l

pu · ndl, (10.14)

となる. ここで, 右辺第 1項は境界 lを通しての機械的エネルギー・フラックスであり, 第 2項は境界 lを

通しての仕事である.

ガウスの発散定理
∫

V
divAdV =

∫
S

A · ndS, 2次元の場合には
∫

S
divAdS =

∫
l
A · ndl

10.1.3 波と流れ

ある変数 a(x, z, t)が x方向に周期性をもつとする. その周期的な最短距離を Lとする. ここで, x方向の
平均 a は, a = L−1

∫ L

0 adxで与えられる. 平均からの偏差 (擾乱) を a′ とすると,

a(x, z, t) = a(z, t) + a′(x, z, t), (10.15)

であり, 両辺の x平均をとって a′ = 0である. また, 周期性より ∂a/∂x = 0である.

基礎方程式系 (10.1)∼(10.3)で, 従属変数を平均量と擾乱成分に分ける：⎧⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎩

p(x, z, t) = p(z, t) + p′(x, z, t),
ρ(x, z, t) = ρ(z, t) + ρ′(x, z, t),
u(x, z, t) = u(z, t) + u′(x, z, t),
w(x, z, t) = + w′(x, z, t),

(10.16)

ここで, 平均的な鉛直流はないと仮定した. これらを連続方程式 (10.1)に代入すると,

∂

∂t
(ρ+ ρ′) +

∂

∂x
(ρ+ ρ′)(u+ u′) +

∂

∂z
(ρ+ ρ′)w′ = 0, (10.17)

である. ここで x平均をとると,
∂ρ

∂t
+

∂

∂z
ρ′w′ = 0, (10.18)

となる. もう一つの連続方程式, つまり, 非発散の式 (10.2)は, 同様の操作をすると x平均の結果として何

も残らない. 同様にして, 運動方程式 (10.3)の各成分も書き換える. 非発散の式 (10.2)を用いると, 水平 (x)
方向の運動方程式は,

∂u

∂t
+

∂

∂x
(u2) +

∂

∂z
(uw) = −1

ρ

∂p

∂x
, (10.19)

と書ける. 各変数を平均量と擾乱に分けて, さらに x平均をとると,

∂

∂t
u+

∂

∂z
(u′w′) =

1
ρ2 ρ

′ ∂p
′

∂x
, (10.20)
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となる. 同様にすると, 鉛直 (z)方向の運動方程式は,

∂

∂z
w′2 = −1

ρ

∂p

∂z
+

1
ρ2 ρ

′ ∂p
′

∂z
− g, (10.21)

となる. ここで, 平均状態では静力学的平衡が成り立っているとすると, 右辺の第 1項と第 3項がちょうど
釣合うことになり,

∂p

∂z
= −ρg, ∂

∂z
w′2 =

1
ρ2 ρ

′ ∂p
′

∂z
, (10.22)

となる.

一方, 連続方程式の擾乱成分は, 式 (10.17)から式 (10.18)を引いて, 擾乱の 2次以上の項をO(α2)と略記す
ると,

∂ρ′

∂t
+ u

∂ρ′

∂x
+ w′ ∂ρ

∂z
= O(α2), (10.23)

ここで, 擾乱に対する非発散の式
∂u′

∂x
+
∂w′

∂z
= 0, (10.24)

を用いている. 同様にして, 水平および鉛直方向の運動方程式は,

∂u′

∂t
+ u

∂u′

∂x
+ w′ ∂u

∂z
= −1

ρ

∂p′

∂x
+ O(α2), (10.25)

∂w′

∂t
+ u

∂w′

∂x
= −1

ρ

∂p′

∂z
− ρ′

ρ
g + O(α2), (10.26)

と書ける.

もう一度整理しておくと, 平均場の時間発展 (または平衡)に関する方程式系は,

∂ρ

∂t
= − ∂

∂z
(ρ′w′), (10.27)

∂u

∂t
= − ∂

∂z
(u′w′) +

1
ρ2 ρ

′ ∂p
′

∂x
, (10.28)

∂p

∂z
= −ρg, (10.29)

であり, 擾乱の様子 (p′, ρ′, u′, w′)が与えられると, 平均場 (ρ, u)の時間変化が与えられる. p は静力学的平
衡の式を用いて ρ より診断的に求めることができる. 一方, 擾乱成分の式はO(α2)の項を無視して, 次のよ
うになる： (

∂

∂t
+ u

∂

∂x

)
ρ′ + w′ ∂ρ

∂z
= 0, (10.30)(

∂

∂t
+ u

∂

∂x

)
u′ + w′ ∂u

∂z
= −1

ρ

∂p′

∂x
, (10.31)(

∂

∂t
+ u

∂

∂x

)
w′ = −1

ρ

∂p′

∂z
− ρ′

ρ
g, (10.32)

∂u′

∂x
+
∂w′

∂z
= 0. (10.33)

すなわち, 平均場 (ρ, u)が与えられたならば, 擾乱の様子 (p′, ρ′, u′, w′)はこの線型化した方程式で記述でき
る. ここで, 平均場は流体力学的に安定であり, 擾乱は基本的に波 (内部重力波)の重ね合わせであるとする
と, 結局, これらの方程式をあわせて, 平均場と波の時間発展が記述できることになる. 一方, 平均場が流体
力学的に不安定な場合には, 擾乱が中立波ではなく, 別の議論 (後章参照)になる. また, これらの方程式系
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の導出で, O(α2)の項が 1次の項に対して無視できると仮定したことに留意しておこう. 擾乱の振幅が大き
くなれば, これらの方程式系は破綻し, もっと非線型な世界となる.

具体的に波解析を行うことを考えてみよう. この方程式系は線型であるが, 係数に z, t依存性が残っている.
ここで, 時間方向には定常性 (または非常にゆっくりとした時間変化)を仮定し, 鉛直方向には平均場がゆっ
くりと変化しているとすると, 局所的な平面波のつなぎあわせで解を構成することができる. このような微
分方程式の解法をWKB法という. 関連した研究者の頭文字 (Wentzel, Kramers, Brillouin)をとったもの
である. Jeffreys を加えてWKBJ 法といったり, Jeffreysの方法ということもある. 数学的な解説は, 例え
ば, 寺沢 (1960; 第 2章)にあり, 内部重力波の具体的なWKB解析は Lindzen(1990; 第 10章)や竹広ノー
ト (1989)にある.

10.2 エネルギー論

波と平均場 (平均流)との相互作用を記述する閉じた方程式系が得られたので, この枠組みでエネルギーの
やり取りがどのようになっているかを見ておこう. 何の近似もしない基礎方程式系でエネルギーのやり取
りを考えるのが一般的である (いわゆるエネルギー論, 例えば, 岸保 他 (1982; 第 3.4節))が, ここでは, 次
節で使うことを念頭に置いて, 前節で導いた近似系をもとにエネルギー論を展開することにする.

まず, 平均場の方程式系をさらに簡略化しておく. 密度の擾乱が平均密度に比べて十分小さい (|ρ′| � ρ)と
し, 平均の密度と圧力が zだけの関数であるとすると, 水平方向の運動方程式が,

∂u

∂t
= − ∂

∂z
(u′w′), (10.34)

と書けて, 式 (10.27)は陽に考えなくてもよくなる. これは, (平均流の加速度)=(波による水平運動量の鉛
直フラックスの収束), という関係を表わしている. ここで, 式 (10.34)に ρuをかけて,平均流の運動エネル
ギーKM ≡ ρu2/2の時間変化を表わす式を求める：

∂

∂t

(
1
2
ρ u2

)
= −ρu ∂

∂z
(u′w′). (10.35)

右辺の物理的な意味は, つぎの波の運動エネルギーに関する方程式を導出した後に考える.

つぎに, 波の運動方程式 (10.31)に ρu′, (10.32)に ρw′をかけて, 両者を加え, x平均をとると, 次式を得る：

∂

∂t

{
1
2
ρ(u′2 + w′2)

}
+ ρu′w′ ∂u

∂z
= −u′ ∂p

′

∂x
− w′ ∂p

′

∂z
− ρ′w′g. (10.36)

u′w′ ∂u
∂z

=
∂

∂z
(u′w′u)− u ∂

∂z
(u′w′) などの式変形と非発散の式 (10.33)を用いると,

∂

∂t

{
1
2
ρ(u′2 + w′2)

}
= ρ u

∂

∂z
(u′w′)− ρ ∂

∂z
(u′w′u)− ∂

∂z
(p′w′)− ρ′w′g, (10.37)

となる. KW ≡ ρ(u′2 + w′2)/2を波の運動エネルギーとすると, これはその時間変化を表わす式である. 右
辺の第１項は, 式 (10.35)の右辺の符合をかえたものであり, 平均流の運動エネルギーから波の運動エネル
ギーへの変換を表わしている. 第 2項と第 3項は波によるエネルギーフラックスの収束 (溜まり)である.
それぞれ, 平均流運動エネルギーの波による移流項と圧力による仕事項ともいえる. 右辺第 4項は次の波の
位置エネルギーに関する方程式を導出した後に考える.
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最後に, 連続方程式の波成分 (10.30)に ρ′gをかけて, x 平均をとり, dρ/dzでわると, 次である：

∂

∂t

(
1
2

g

dρ/dz
ρ′2
)

+ ρ′w′g = 0. (10.38)

ここで, 等密度面の基準水平面からの偏位を η′とすると,

ρ′(x, z, t) = ρ(z − η′)− ρ(z), (10.39)

� −dρ
dz
η′, (10.40)

と書けるので, 式 (10.38)の左辺の括弧内は η′を使って書き直せる：

∂

∂t

(
1
2
ρN2η′2

)
= ρ′w′g. (10.41)

ここで, 左辺は波の位置エネルギー (PW ≡ ρN2η′2/2)の時間変化を表わしている. 右辺は式 (10.37)の右
辺第 4項の符合をかえたものであり,波の運動エネルギーと位置エネルギーの間の変換を表わしている.

以上をまとめて書いておくと, 次のようになる：

∂

∂t
KM = −CK , (10.42)

∂

∂t
PW = −CW , (10.43)

∂

∂t
KW = CK + CW +DFW . (10.44)

ここで, 各エネルギーは,

平均流の運動エネルギー ： KM =
1
2
ρu2, (10.45)

波の位置エネルギー ： PW =
1
2
ρN2η′2, (10.46)

波の運動エネルギー ： KW =
1
2
ρ(u′2 + w′2), (10.47)

であり, 各変換項は,

CK = ρu
∂

∂z
(u′w′), (10.48)

CW = −ρ′w′g, (10.49)

DFW = −ρ ∂
∂z

(u′w′u)− ∂

∂z
(p′w′). (10.50)

である. 波の構造 (擾乱の相関)や平均場との関係に依存してこれらの符合が変わり, 相互にエネルギーを
変換することになる. 式 (10.42)∼(10.44)を足しあわせると,

∂

∂t
(KM + PW +KW ) = DFW . (10.51)

となり, 鉛直エネルギーフラックスの収束 DFW によって, 全機械的エネルギーが変化する. ここで, 平均
場の位置エネルギー PM はある (定義できる)けれど, そのエネルギーを運動エネルギーに変換できないこ
とに注意しよう. この枠組みでは, 平均場の位置エネルギーは「ポテンシャル」なエネルギーではない.
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図 10.1: 静止流体中の波束による平均流の加速.

10.3 内部重力波の働き

10.3.1 静止流体中の波束

最も基本的な状況として, 静止した静力学的平衡にある基本場での波束を考える. 有限大きさの波板を引っ
張ると, 波板が流体に仕事をして, 有限の領域にエネルギーを注入することになる. 引っ張り続けるとエネ
ルギーの注入が続き, 波の先頭が波板からどんどん離れていくが, 引っ張るのを止めると, 図 10.1(a)のよう
に波束となって伝播する. 平均流の運動方程式 (10.34)をもう一度書くと,

∂u

∂t
= − ∂

∂z
(u′w′), (10.52)

である. 図 10.1の波束では, 波の振幅が空間的に変化しているので, 右辺の括弧内は図の上向き太矢印のよ
うになる. すなわち, 波の先頭部分では運動量フラックスの収束があり, 流れを加速する (図 10.1 b). 一方,
波の後端部分ではフラックスの発散となり, 流れが減速される. 波束が通過中には平均流が誘起されるが,
通過してしまうと元の静止状態に戻ることになる.

10.3.2 シアー流中の波束

シアー流中の波束の伝播は, WKB解析をまじめにやれば, その伝播の様子や平均流への作用を知ることが
できる. Lindzen(1990; 第 10章)や竹広ノート (1989)を参照のこと.

10.4 エリアッセン–パームの関係式

Eliassen and Palm(1961)は, この章でここまでに準備してきた枠組みを使って, 内部重力波の伝播に伴っ
た平均流との相互作用を初めて解析した. その内容は, 大きく 2つに分れるので, それぞれを順に見ていく
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ことにする. 詳細は, Lindzen(1990; 第 8章)を参照のこと.

10.4.1 第 1定理

まず, 次の正弦波解を仮定する：
u′(x, z, t) = Re[U(z)eik(x−ct)]. (10.53)

波の水平方向運動方程式 (10.31)で, 最初の 2項は,(
∂

∂t
+ u

∂

∂x

)
u′ = (−ikc+ iku)u′ = (u− c)∂u

′

∂x
, (10.54)

と変形できるので, 両辺に ρをかけて整理すると,

ρ(u− c)∂u
′

∂x
+
∂p′

∂x
+ ρw′ ∂u

∂z
= 0, (10.55)

となる. ρ, u, cは xに依存しないので,

∂

∂x
{ρ(u− c)u′ + p′}+ ρw′ ∂u

∂z
= 0, (10.56)

と書き直すことができる. 両辺に左辺第 1項の { }をかけた後, x方向の平均をとると, 次を得る：

ρ
∂u

∂z

{
ρ(u− c)u′w′ + p′w′} = 0. (10.57)

ここで, ρ �= 0であるので, もし平均流に鉛直シアーがあれば (∂u/∂z �= 0),

p′w′ = −ρ(u− c)u′w′, (10.58)

という関係式が成り立つ. 実は, 鉛直シアーがなくても (10.56)式で, { } =一定, となるので, この両辺に
w′ をかけて x方向の平均をとると, 同じ式が得られる. この式は, 波に伴う鉛直エネルギーフラックス (圧
力による仕事)と運動量フラックスを関係付けるもので, エリアッセン–パームの第１定理と呼ばれる.

この式より, 内部重力波の平均流に対する働きに関連して, 次のことがいえる：

波に伴う運動量フラックスは, もし平均流に作用するならば, 平均流を波の位相速度に近づけ

る傾向をもつ符合をとる.

図 10.2をもとにこれを示そう. まず, p′w′ > 0として, エネルギーが上方に伝播している場合を考える.
(a)のように c > uであれば, エリアッセン–パームの第１定理 (10.58)より, u′w′ > 0である. 正の運動
量の鉛直 (上方)フラックスがあることになる. もしも, この波が減衰して運動量を平均流に渡すならば,
∂(u′w′)/∂z < 0となって平均流の運動方程式 (10.34)の右辺が正符合となるので, 平均流を加速する. すな
わち, 平均流を波の位相速度に近づけることになる. 一方, (b)のように c < u であれば u′w′ < 0であり,
負の運動量の鉛直 (上方)フラックスがあることになる. この波が減衰するとき, ∂(u′w′)/∂z > 0となって
平均流を減速する. 結局, この場合にも平均流を波の位相速度に近づけることになる. ここで, u′w′ の符合
が, 鉛直シアーに依存していないことに注意しておこう.
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図 10.2: エリアッセン–パームの第１定理の例示 (p′w′ > 0).

10.4.2 第 2定理

波のエネルギーに関する式 (10.43), (10.44)を辺々加えて,

∂

∂t
(PW +KW ) = CK +DFW ,

= ρ u
∂

∂z
(u′w′)− ρ ∂

∂z
(u′w′u)− ∂

∂z
(p′w′),

= −ρ∂u
∂z

(u′w′)− ∂

∂z
(p′w′), (10.59)

と変形できる. さらに, エリアッセン–パームの第１定理 (10.58) を代入して,

∂

∂t
(PW +KW ) = (u− c) ∂

∂z
(ρu′w′), (10.60)

を得る. ここで, 運動量フラックスの発散を与える表式に変形すると,

∂

∂z
(ρu′w′) =

1
u− c

∂

∂t
(PW +KW ), (10.61)

となる. これがエリアッセン–パームの第 2定理の一表現である.

この式より次のことがいえる：

i) 波の強制・散逸がない,
ii) 定常である,

iii) クリティカルレベルがない,
ならば, 波に伴う運動量フラックスの収束発散がなく, 平均流は加速されない.

ここで,クリティカルレベルとは, u(zc) = cとなる高度 zcのことである. これを非加速定理 (non-acceleration
theorem)と呼ぶ. また, この条件が成り立つとき, ρu′w′ =一定なので, エリアッセン–パームの第 1定理よ
り, p′w′/(u− c)が一定に保存されることがわかる. これを, 波の作用 (wave action)と呼ぶ. 波に伴う鉛直
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図 10.3: 赤道域東西風の時間 (横軸)-高度 (気圧；縦軸) 断面図. 陰影をつけた部分が東風で, 他の
部分は西風 (データはベルリン自由大学 Barbara Naujokat さん提供). http://www-mete.kugi.kyoto-
u.ac.jp/mete/J/benkyo/QBO/

エネルギーフラックス p′w′ は保存されず, 波の作用が保存されることに注意しておこう. この状況は, 古典
力学における断熱不変量のアナロジーとなっている.

非加速定理の対偶をとると, 平均流が加速しているときには, 上の i)∼iii)の少なくとも一つは破れている
ことになる. 次節で紹介するように, 非加速定理が破れて平均流が加速される現象が, 大気中には多くある.
その時には, どの過程が重要か吟味していくことになる.

断熱不変量の例 (アーノルド, 1980,; p. 290)：振子の長さがその固有振動に対してゆっくり変化するとき,
振子のエネルギー E と振動数 ω は大きく変化するが, それらの比 E/ω はほとんど変化しない. こ
の量を物理学者は断熱不変量と名付けた.

10.5 大気現象

中層大気力学のつぎの三題噺は, ともに波と流れの相互作用が重要な役割を果たす現象である. この章で紹
介した枠組みは, 基本的にこれらの現象の理論的解明を行なう過程で産み出されてきたものである.

• 赤道大気準二年周期変動 (QBO: Qusai-Biennial Oscillation; 図 10.3)

• Reed et al.(1961), Veryard and Ebdon(1961)
赤道域下部成層圏で, 東西風が準二年 (22∼34ヶ月)周期で振動していることを発見した.
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• Lindzen and Holton(1968), Holton and Lindzen(1972)
赤道域を対流圏から成層圏へと伝播する波 (内部重力波, 赤道波)と平均帯状流との相互作用で
周期振動が可能である, という波と流れの相互作用に基づく QBO理論を構築した.
• Plumb(1977), Plumb and McEwan(1978)

Lindzenと Holtonの理論を発展させ, 室内実験により波と流れの相互作用により自励的振動が
起ることを実証し, QBO理論を検証した.
• 乙部・酒井・余田・塩谷 (1998)

Plumb and McEwan(1978)の室内実験を再現し, 振動する流れのなかの重力波を初めて可視化
した.

• 中間圏界面弱風層
• 気候図 (例えば, Andrews et al., 1987: Fig. 5.2)
成層圏界面から中間圏かけて強い帯状平均流 (50∼100 m/s)があっても, 中間圏界面付近では帯
状平均流が弱い. どの季節でも数 10 m/s以下である.
• Lindzen(1981), Matsuno(1982)
対流圏から上方伝播する重力波は, 中層大気中で u− c の大きさに依存して選択的に減衰するが,
生き残った波も中間圏界面付近で砕波, 減衰し, 平均流を減速する, という中間圏界面弱風層理
論を構築した.

• 成層圏突然昇温現象 (図 10.4)

• Scherhag(1952)
ベルリンでの成層圏ゾンデ観測により, 冬季成層圏で数日間に 40 K 以上温度が上昇する現象を
発見した. 北半球天気図 (マップ)解析により, 惑星規模の周極渦崩壊に伴う現象であることが明
らかになった.
• Matsuno(1971)
対流圏から伝播するロスビー波の増幅 (非定常性)とクリティカルレベルの存在により, 非加速
定理が破れて平均流加速が生じ, 周極渦の崩壊に至る, という成層圏突然昇温理論を構築した.
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図 10.4: 2002年 9月南半球で起った成層圏突然昇温現象. 人工衛星による全球気象観測が可能となった過
去 24年間で, 南半球では初めての突然昇温現象. プラネタリー波の活動度も例年と異なっている.

Matsuno, T., 1971: A dynamical model of the stratospheric sudden warming. J. Atmos. Sci., 28,
1479–1494.

Matsuno, T., 1982: A quasi one-dimensional model of the middle atmosphere circulation interacting
with internal gravity waves. J.Met.Soc.Japan, 60, 215–226.

乙部 直人・酒井 敏・余田 成男・塩谷 雅人, 1998: QBO実験における内部重力波の可視化とWKB解析.
ながれ multimedia, 17-3, http://www.nagare.or.jp/mm/98/index ja.htm

Plumb, R.A., 1977: The interaction of two internal waves with the mean flow: implications for the theory
of the quasi-biennial oscillation. J. Atmos. Sci., 34, 1847–1858.

Plumb, R.A. and A.D. McEwan, 1978: The instability of a forced standing wave in a viscous stratified
fluid: A laboratory analogue of the quasi-biennial oscillation. J. Atmos. Sci., 35, 1827–1839.

Scherhag, R.,1952: Die explosionsartigen Stratosphärenerwärmungen des Spätwinters 1951/1952. Ber.
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第11章 安定性の基本概念

これからの数章では流れの安定性に関する話題を取り上げる. 地球流体を意識して, 重力場の中におかれた
流体の安定性 (例えば, 熱対流)や回転系でのシアー流の安定性 (例えば, 順圧不安定)を解析する. この章
では, その準備として安定性の基本概念を解説する.

11.1 安定性

安定性について, 理化学辞典 (第 3版)には次のような説明がある：

安定性 (stability) おもに平衡状態の安定状態, 不安定状態, 準安定状態の区別をいうが, 微分方程式の相
軌道を含めた運動に対しても同様に用いられる. 系のある平衡状態あるいは運動が外乱によって変化
させられた場合, 始めの偏差が小さければいつまでも小さいままであるとき, もとの平衡状態あるい
は運動は安定であるという. · · ·

まず, 実例として重力場 (g)のなかに置かれた質点の運動を考えて, 安定性の概念を思い出しておこう (図
11.1). x 方向に凹凸 f(x) を考え, その斜面上に質量 m の質点を置く. 斜面方向の距離を s, 勾配を α とし

て, 運動方程式は,

m
d2s

dt2
= −mg sinα, (11.1)

である. x = s cosα なので, 水平方向の運動方程式は,

d2x

dt2
= −g sinα cosα = −g tanα cos2 α, (11.2)

となるが, tanα =
df

dx
であり, |α| � 1 とすると,

d2x

dt2
� −g df(x)

dx
= −dF (x)

dx
, (11.3)

となり, ポテンシャル F (x) ≡ gf(x) の勾配系で書ける.

まず, 方程式 (11.3)の定常解 (steady solution) x を求める. 質点が運動しない点 (dx/dt = d2x/dt2 = 0)の
ことで, dF (x)/dx = 0 である. 図 11.1で f(x) の極大または極小を与える x が定常解である. これらの定
常解 x に加えた微小な変位 δx が時間とともに大きくなる場合には, この定常解は不安定 (unstable)であ
り, 逆に, 小さくなる (または小さいままである)場合には安定 (stable)である.

d2

dt2
(δx) = −dF (x+ δx)

dx
= − d

dx

(
F (x) +

dF (x)
dx

δx+ O(δx2)
)

= −dF (x)
dx

− d2F (x)
dx2

δx+ · · · , (11.4)
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図 11.1: 重力場のなかの質点の運動. • は安定定常解, × は不安定定常解である.

より, 微小な変位に対して次のように近似できる：

d2

dt2
(δx) = −d

2F (x)
dx2

δx. (11.5)

初速度を 0 (d(δx)/dt = 0)とすると,結局, d2F/dx2 > 0 (f(x)が下に凸)ならば,変位は δx ∝ e±i
√

d2F/dx2 t

で定常解のまわりの (微小振幅の)振動となり, 定常解は安定である. 一方, d2F/dx2 < 0 (f(x)が上に凸)
ならば, 変位は δx ∝ e±

√
|d2F/dx2| t となり時間とともに指数関数的に増大しうるので, 定常解は不安定で

ある.

11.2 パーセル法：静力学的不安定

流体の安定性を考える場合にも, 前節でみた質点の安定性と同様の議論をすることがある. 一般にパーセル
法 (parcel method)と呼ばれている手法である. 仮定による制約が大きいので流体運動の詳細を知ることは
できないが, 流体の安定・不安定を素朴に認識する上では有益な方法である. ここではまず, パーセル法を
用いて静力学的不安定について考える. 重力 (浮力)が鍵となる不安定である.

11.2.1 非圧縮完全流体の場合

重力場の中で静止している非圧縮完全流体を考える. 空間座標 z を鉛直上向きにとり, 流体の密度分布を
ρ(z) とする. 単位体積の流体塊 (パーセル)には −ρg の重力が働いているが, 同じ大きさの気圧傾度力に支
えられている (静力学的平衡). このパーセルを流体層から取り去り, 代わりに密度 ρ のパーセルを入れる

と, このパーセルには, (ρ− ρ)g の浮力 (buoyancy force)が働く. ρ > ρ ならば上向き, ρ < ρ ならば下向き

である.
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いま, ある単位体積のパーセルを鉛直方向に δz だけ変位させる. この変位に伴ってまわりの場が乱されな
いと仮定すると, パーセルの密度とまわりの密度の差 δρ は, δρ = −(dρ/dz)δz で表される. 浮力は −gδρ
なので, パーセルの運動方程式は,

ρ
d2

dt2
(δz) = g

dρ

dz
δz, (11.6)

で与えられる. N2 ≡ −g
ρ

dρ

dz
として, (11.6)の解は,

δz = AeiNt +Be−iNt, (11.7)

となる. いま, N2 > 0 とすると, このパーセルは元の位置を中心として上下に振動するだけである. すな
わち, dρ/dz < 0 で鉛直上方に密度が減少するときには, この場は安定である. このような状況を静力学的
に安定 (statically stable)といい, そのような成層を安定 (密度)成層 (stable staratification)という. また,
パーセルの振動数 N を浮力振動数 (buoyancy frequency)またはブラント・バイサラ振動数 (Brunt-Väisälä
frequency)という. これが, 第 8章で解析したように重力波が存在できる状況である.

一方, N2 < 0 の場合には, 浮力がパーセルの変位を増大させる向きに働き, パーセルは元の位置から時間
とともに指数関数的に離れていく. すなわち, dρ/dz > 0 で鉛直上方に密度が増大するときには, この場は
不安定である. このような状況を静力学的に不安定 (statically unstable)といい, そのような成層を不安定
(密度)成層 (unstable staratification)という. このような不安定な状況での流体運動は次章で解析するが,
一般に対流 (convection)と呼ばれている.

11.2.2 理想気体の場合

圧縮性の流体の場合には, パーセルの変位とともにその密度が変化するので, その効果を陽に評価しなけ
ればならない. 温位 θ(第 1.5.3節) は理想気体の断熱的な変位に対する保存量であったので, それを用いて
パーセルの運動方程式を書く：

d2

dt2
(δz) = g

ρ− ρ
ρ

= g
θ − θ
θ

, (11.8)

ここで, θ および θ は, それぞれパーセルおよびまわりの場の温位である. ただし, パーセルの圧力は変位と
ともにまわりの場の圧力に瞬時に一致すると仮定している (ρθ = 一定). 前節と同様に, z = 0 から z = δz

に断熱的に変位したパーセルの温位とまわりの温位の差は,

θ(δz)− θ(δz) = θ(0)− θ(δz) = −dθ
dz
δz, (11.9)

で表されるので, パーセルの運動方程式は,

d2

dt2
(δz) = −N2δz, (11.10)

N2 ≡ g d ln θ
dz

, (11.11)

となる. つまり, (11.11)で定義したN2が正ならば静力学的に安定であり, パーセルは上下に振動するだけ
である. 平均的な対流圏の条件では, 浮力振動数 N ∼ 1.2× 10−2 s−1 なので, 振動周期 2π/N は, 約 8.7分
である. 一方, N2 < 0 の場合には, 静力学的に不安定である.
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これらの結果を温位を用いて書き直すと, 次のような乾燥大気に対する静力学的安定性の条件となる：⎧⎪⎨
⎪⎩

dθ/dz > 0 静力学的に安定,

dθ/dz = 0 静力学的に中立,

dθ/dz < 0 静力学的に不安定.

(11.12)

不安定な領域があれば, そこでは速やかに対流によるひっくり返りが起こり安定化する. 十分に混合されれ
ば温位一定の領域 (dθ/dz = 0)が出現するが, 理想気体 (p = ρRT )で静力学的平衡 (dp/dz = −ρg)にあ
るとすると, 温度減率は乾燥断熱減率 (dT/dz = −g/cp)となる. 地球大気の場合, cp = 1004J K−1 kg−1,
g = 9.8m s−2 なので, dT/dz = −9.76× 10−3 K m−1 であり, 高度が 100mあがるごとに, 約 1度温度が
下がる. 晴れた日に地面付近に発達する混合層では, およそこのような温度減率となっている.

実際には,総観規模では対流圏の大気は中立でなく常に安定成層状態にある. 温度減率は,およそ 0.6K/100m
程度である. 上のような不安定条件下での混合過程を把握したうえで, 対流圏大気が dθ/dz > 0 となってい
ることを理解するためには, 水蒸気を含む湿潤大気 (moist atmosphere)の湿潤対流 (moist convection)に
ついてちゃんと考察する必要がある.

11.3 パーセル法：慣性不安定

前小節では重力場のなかで静止した流体の安定性を考えたが, 流れのある場の安定性も同じように考える
ことができる. ここでは, やはりパーセル法を用いて, (ある特別な条件の下での)回転系における流れの不
安定, 慣性不安定 (inertial instability)について考える.

コリオリパラメータを f =一定として, 水平 2次元の流体を考える. 空間座標は, (x, y)をそれぞれ, 東向
き, 北向きとする. 基本場は, x に依存せず経度方向に流れる地衝風 ug(y) とする：

ug(y) = − 1
ρf

∂p

∂y
. (11.13)

この流れの中にあるパーセルを考えて, その変位が圧力場を変化させないと仮定すると, パーセルの運動方
程式は次のようになる：

Du

Dt
= fv = f

Dy

Dt
, (11.14)

Dv

Dt
= −fu− 1

ρ

∂p

∂y
= −f(u− ug). (11.15)

いま, y = y0 において ug(y0) で流れるパーセルを, 流れを横切って δy だけ変位させる. そのときパーセ
ルの u は, (11.14)を積分して,

u(y0 + δy) = ug(y0) + fδy, (11.16)

である. 一方, その位置での地衝風速は次のように近似できる：

ug(y0 + δy) = ug(y0) +
dug

dy
δy. (11.17)

これら (11.16)(11.17)を用いて, y = y0 + δy でのパーセルの y 方向の運動方程式 (11.15)の右辺を見積も
ると,

Dv

Dt
=

D2

Dt2
(δy) = −f

(
f − dug

dy

)
δy = −f dM

dy
δy, (11.18)
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となる. ここで, 絶対運動量 (absolute momentum) M を M ≡ fy− ug と定義した. 基本場の絶対渦度は,
絶対運動量の y 微分に等しいことに注意しよう：

q = f + ζ = f − dug

dy
= dM/dy. (11.19)

方程式 (11.18)は, 前小節の (11.10) と数学的に同様な形となっている. すなわち, 北半球 (f > 0)において
dM/dy が正ならば, このパーセルは元の位置を中心として南北に振動するだけであり, 地衝風 ug は慣性

安定 (inertially stable) である．一方, dM/dy が負ならば, パーセルは元の位置から時間とともに指数関数
的に離れていくので, 地衝風 ug は慣性不安定 (inertially unstable)である．これらの結果をまとめると, 慣
性不安定に対する絶対運動量の場の条件が次のように書ける：⎧⎪⎨

⎪⎩
fdM/dy > 0 慣性安定,

fdM/dy = 0 中立,

fdM/dy < 0 慣性不安定.

(11.20)

11.4 流体の安定性の実例

11.4.1 例 1： Rayleigh-Bénard対流

重力場 g の中に置かれた流体の物性定数のうち粘性係数を ν, 熱伝導率を κ, 体積膨張率を γ とする. 深
さ D の流体層の上下で ∆T の温度差 (下端の方が高温)をつけると, 次で定義される無次元数, レイリー
(Rayleigh)数の値によって様々な流れが出現する：

Ra =
γg∆TD3

κν
. (11.21)

レイリー数が臨界値 (両端とも粘着条件の場合, Rac = 1708)より小さければ, 熱伝導状態が出現し, 流れは
生じない. レイリー数がこの臨界値を越えたところで, 熱伝導状態が不安定となり, 別の熱輸送形態である
対流状態となる. このとき, 熱伝導の状態は解としては存在するが, 不安定な解なので実際に出現すること
はない. さらにレイリー数が大きな値になると, 二次元定常流から三次元定常流, さらに非定常な流れへと,
より複雑な流れ (乱流)まで段階的に対称性を低下させながら遷移する.

11.4.2 例 2： Reynoldsの実験

パイプ内の粘性流の安定性を調べた実験である. 流れ方向に構造をもたない 2 次元流, ハーゲン-ポアズイユ
(Hagen-Poiseuille)流が定常解として存在する. 最大流速を U , パイプの半径を L, 流体の動粘性率を ν と

して, レイノルズ (Reynolds)数 Re = UL/ν がある臨界値より小さければ, 乱れのない流れ, 層流 (laminar
flow)が出現する. すなわち, ハーゲン-ポアズイユ流が安定であり, それが実現する. いっぽう, 臨界値よ
り大きければ, 乱流 (turbulent flow)となる. この場合, ハーゲン-ポアズイユ流は定常解として存在するが
不安定であり, 別の流れの形態 (3次元非定常流)が出現する. この場合には, 層流から乱流へと突然に遷移
する.
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11.4.3 気象の例

大気現象の中にも流体力学的不安定により生じていると考えられるものが多くある. それらはおよそ, i) 熱
的に不安定, ii) 運動学的に不安定, iii) 両者の組み合わせ, に分けることができる. 以下の数章でそれぞれ
の具体例を見ていくことにする.

11.5 力学系における安定性の概念

第 11.1節でみた質点の運動方程式 (11.3)は,

dx

dt
= y, (11.22)

dy

dt
= −dF (x)

dx
, (11.23)

と, 2次元の力学系 (時間に関する常微分方程式系)とみなすことができる. 流体力学, 気象力学の基礎方程
式系は偏微分方程式系であるが, その数値モデルは, 有限差分近似または直交関数展開 (スペクトル法)によ
り, 多次元の連立常微分方程式系で近似されるので, それらを力学系とみなすことができる. ここでは, 力
学系における安定性の概念をまとめておこう.

11.5.1 定常解と固有値問題

一般に, n次元の力学系を考える：
dx

dt
= F (x, µ). (11.24)

ここで, x = (x1, x2, · · · , xn)t である. µは, 外部パラメータで, 時間に依存しないとする. このような系を
自励系 (autonomous system)という. この系の, ある定常解を xとすると,

dx

dt
= F (x, µ) = 0. (11.25)

である.

定常解 xからの微小な摂動を x′ ≡ x− xとすると, その時間発展は,

dx′

dt
= J(x)x′, (11.26)

と近似できる. ここで, J は F の x におけるヤコビアン行列 (Jacobian matrix) で, その ij 成分は,
Jij = (∂Fi/∂xj)x=x で与えられる. いま, 摂動が

x′ = X0e
σt, (11.27)

と, 指数関数型であるとすると, その時間発展は σによって決まり, σは式 (11.26)より, ヤコビアン行列 J

の固有値で与えられる. すべての固有値の実部が負のときには, どんな摂動も時間と共に減衰するので, こ
の定常解は安定である. 一方, 一つでも固有値の実部が正であれば, 摂動は時間と共に増幅しうるので, 定
常解は不安定である. このとき, 固有値の虚部が 0(実固有値)であれば, 摂動は単調に増大し, 固有値の虚部
が 0でなく複素固有値であれば, 摂動は振動しながら増幅する. 増幅する摂動の「構造」は対応する固有ベ
クトルによって与えられる.
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図 11.2: 2次元線型力学系の分類. 放物線は∆ = 0の線. Ottino(1989; Fig. E2.5.2)より.

11.5.2 2次元線型力学系の場合

多次元系の性質をもつ最も簡単な例として, 2次元の線型力学系を考える (スメールとハーシュ, 1976)：

d

dt

(
x

y

)
=

(
a b

c d

)(
x

y

)
+ C = J

(
x

y

)
+ C. (11.28)

ここで, 従属変数 (x, y)t および各係数は実数とする. また, 一般性を失うことなく, C = 0とできる. この
とき, 定常解は, x = y = 0である. この定常解の安定性は, 係数行列 Jの固有値で与えられるので, 特性方
程式

(a− σ)(d − σ)− bc = 0, (11.29)

を解けばよい. 整理すると,

σ2 − (a+ d)σ + ad− bc = σ2 − tr(J)σ + det(J) = 0, (11.30)

となる. この判別式を∆ ≡ {tr(J)}2 − 4det(J)と書くと, 固有値は,

σ =
1
2

{
tr(J) ±

√
∆
}
, (11.31)

で与えられる. 結局, tr(J)と det(J)の大きさにより固有値が分類できて, 摂動の時間発展の様子がわかる
ことになる (図 11.2).
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まず, 図 11.2中の ∆ = 0の放物線より上では, 複素固有値となり, 摂動は時間的に振動型となる. tr(J)の
符合が正か 0か負かによって安定性が異なり, それぞれ, 原点 (定常解にあたるところ)は不安定な渦状点
(spiral source), (中立な)渦心点 (center), 安定な渦状点 (spiral sink)と呼ばれる. ちょうど∆ = 0の放物
線の上では固有値が重根となる. 係数行列 Jが対角化できるかどうかで, 焦点 (focus)または変格結節点
(improper node)となる. やはり, tr(J)の符合の正負で, 不安定か安定かが決まる.

図 11.2 中の ∆ = 0 の放物線より下では, 実固有値となり, 摂動は時間とともに単調に変化する. まず,
det(J) > 0のときには, tr(J)の符合の正負によって, それぞれ, σ1 > σ2 > 0または σ1 < σ2 < 0となり, 不
安定または安定な結節点 (node)となる. 最後に, det(J) < 0では, つねに σ1 > 0 > σ2となるので, 不安定
であり, 原点は鞍点 (saddle)と呼ばれる. 結局, 図 11.2で第 2象限内が安定, 第 1象限と第 2象限の境が中
立, それ以外は不安定である.

11.5.3 有限評価期間に対する安定性 (特異値問題)

これまでみてきた固有値解析は, 無限評価期間に対して摂動の振舞いを捉えようとするものである. これ
に対して, ある有限期間内に摂動が発達するかどうかを調べることを考える. やはり, 2次元の線型力学系
(11.28)でC = 0とする. 原点 x = y = 0が定常解で, 摂動の時間発展は, 同じ線型方程式系で与えられる.

いま, 初期値 x(t0)を与えて, 有限時間 τ 後にこれがどうなるかを考えると, (11.28)式より

x(t0 + τ) = M(τ)x(t0), (11.32)

と線型の写像で書ける. この写像Mは, 系が線型 (Jが一定)なので, 評価時間 τ だけに依存し, 行列 τJの

指数関数で書ける：

M(τ) = eτJ. (11.33)

このとき, Jの固有値を σi, それぞれに属する固有ベクトルを ξi とすると, 行列の指数関数の性質 (スメー
ルとハーシュ, 1976)より, M(τ)は, 固有値 eτσi , 固有ベクトル ξiをもつ.

ここで, 初期時刻 t0での摂動 x(t0)が定常解のまわりにランダムで等方的に与えられたとすると, 相空間内
での等確率密度面は,

xt(t0)x(t0) = ε2 = const. (11.34)

という半径 ε の n次元球となる. これが, (11.32)式より時刻 t0 + τ では

xt(t0 + τ)[M(τ)Mt(τ)]−1x(t0 + τ) = ε2, (11.35)

となり, n次元球が n次元楕円体に変形される (Lorenz, 1965). 半正値対称行列MMtの固有値を大きい順に

並べたときの i番目を Γi(τ), 対応する正規化された固有ベクトル (対称行列だから直交系をなす)を ζi(τ)
とすると, 楕円体の主軸長は εΓ1/2

i , 主軸方向は ζi で与えられる.

一方, 時刻 t0 + τ で楕円体の主軸となるベクトルが初期時刻 t0ではどうであったかは, 半正値対称行列MtM

の固有ベクトルで与えられる (野村, 1991; 余田 他, 1992). まず, 半正値対称行列MtMの固有値を大きい

順に並べたときの i番目を e2λi(τ)τ , それに対応する正規化された固有ベクトル (直交系をなす)を f i(τ) と
する:

Mt(τ)M(τ)f i(τ) = e2λi(τ)τf i(τ). (11.36)
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図 11.3: dx/dt = −3y, dy/dt = xで与えられる 2次元線型力学系における摂動の振舞い. (a) 相空間内の
軌道. 原点 (白丸)は定常解. 実線および破線矢印の二つの初期値からの時間発展. 一般に, 解軌道は点線で
示すような楕円 (の一部)である. (b) (a)に示した二つの時間発展に伴う摂動の振幅 Aの変化. (c) (b)で
積分時間を長く続けた場合.

両辺に左から f i(τ)
t をかけて, ‖f i(τ)‖ = 1を使うと, 最終的に次を得る:

λi(τ) =
1
τ

log ‖M(τ)f i(τ)‖. (11.37)

ここで, τ → ∞の極限をとれば, 一般の場合のリアプノフ (Lyapunov)指数に一致するので, λi(τ)を有限
評価期間リアプノフ指数, f i(τ)を有限評価期間リアプノフベクトルと呼ぶ. λi > 0であれば, f i方向に離

れた摂動は評価時間 τ に対して指数関数的に増大することになる. 先ほどの楕円体の主軸との関連は,

Γi(τ) = e2λi(τ)τ , (11.38)

eλi(τ)τζi(τ) = M(τ)f i(τ). (11.39)

であり, 有限評価期間リアプノフベクトル f i(τ)は評価時間 τ 後に誤差楕円体の主軸方向 ζi(τ)を向くベ
クトルで, 等方的ランダム初期誤差の適当な正規直交基底であることがわかる.

非線型な系では, ヤコビアン行列 Jが, 解軌道に依存する. 解軌道自体は, 初期値を決めれば一意に定まる
ので, 写像Mは, 評価時間 τ に加えて初期値 x(t0)に依存することになる. また, 定常解のまわりだけでな
く, 時間的に変化する解の安定性も同様にして同様に調べることができる. このような安定性解析をまとめ
てリアプノフ安定性解析という.
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11.5.4 有限評価期間では「不安定」な例

一般に, リアプノフ安定性解析は, 線型安定性解析 (固有値解析)を時間依存する系に拡張したものではな
い. ここでの有限評価期間に対するリアプノフ指数に基づく安定性は, 固有値解析とは異なるものである.
両者の違いをみるために, 第 11.5.2節の 2次元線型力学系に戻って考えよう.

tr(J) = 0, det(J) > 0の場合, J の固有値は純虚数となり, 摂動は時間とともに振動するだけである (中立な
渦心点). 2次元線型力学系の場合には, 適当な座標変換により,

d

dt

(
x

y

)
=

(
0 −b
b 0

)(
x

y

)
, (11.40)

と書ける系である. 具体例として, 図 11.3(a)の渦心点を考えよう. 初期値として実線矢印のように摂動を
与えると, ある期間 (振動周期 2π/σiの 1/4の期間), 振幅が増大する (図 11.3(b)). つまり, このように限定
された期間に対して, 初期値をこのように選ぶと定常解は「不安定」であるといえる. 一方, 初期摂動を破
線矢印のように与えると, それは最初減衰する. これがリアプノフ安定性を有限評価期間に対して定義し直
した有限期間リアプノフ安定性の例示である. 一般に, 前述の方法によって, ある与えられた有限評価期間
に最大発達する摂動を求めることができる. もっとも, 評価時間を十分に長くとってやれば, 摂動は時間と
ともに振動するだけ (図 11.3(c))なので, この定常解は中立であり, 固有値解析の結果と矛盾しない.

11.6 固有値問題と初期値問題

前節で紹介した有限期間リアプノフ安定性の問題を不安定の初期値問題ということがある. ヤコビアン行
列 J の固有ベクトルは一般に直交していないので, 初期値をうまく選んでやると, 最大不安定固有値に属す
る固有ベクトル (固有モード)よりも初期段階ではより急激に増幅する摂動が存在する. もっとも, 十分に
時間が経てば, 指数関数的に増幅する固有モードに勝るものはないので, 後者が支配的となる. 結局, 固有
値問題 (固有値解析)では, 無限小の摂動, つまり, 無限大の評価時間に対して定常解の安定性を評価してい
ることになる. これに対して, 初期値問題 (有限期間リアプノフ安定性解析) では, 線型化できる程度に小さ
な摂動が, ある有限評価時間内にどう発達するかを調べていることになる.

流体力学における流れの安定性解析に関する教科書として, 巽・後藤 (1976)がある. この教科書では, 線型
安定性理論のはじめのところで, この問題では固有値問題と初期値問題の二つ枠組みがあると述べられて
いる. 基礎方程式が偏微分方程式系からなる問題で, ラプラス変換により具体的に摂動に対する境界値・初
期値問題を解くか, 摂動に対して幾つかの条件を課して固有値問題に持ち込むか, の違いである. 固有値問
題が安定性解析のすべてではないことを覚えておこう.

気象力学の分野に置いても, 流れの安定性問題は固有値問題に帰着させて解くのが普通であった. 近年, 最
適励起問題 (optimal excitation problem) という呼び名で, 有限期間リアプノフ安定性解析が行なわれるよ
うになってきた.例えば, 温帯低気圧の成因は南北に温度差のある東西一様流の不安定性 (傾圧不安定性)で
あるとされ, 従来, 固有値問題として調べられてきた (後章参照). しかし, 現実に存在する個々の低気圧の
発達は, あるときに与えられた「初期値」がどれだけ発達するか最適励起問題として考えるべきであるとい
う指摘 (Farrell, 1988, 1989)も出てきた. 評価時間 τ というパラメータが増えて奇麗でないが, 現実の低気
圧のように人為的に摂動を無限小にできない場合の安定性解析には有効であろう.
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第12章 熱対流

重力場の中に置かれたある深さの粘性流体を考える. これを下端で加熱し上端で冷却すると, 静力学的に不
安定な状況となる. 浮力の効果が粘性の効果よりも勝れば対流運動が生じる. 流体運動を通して熱エネル
ギーが下端から上端へと輸送されることになる. 一方, 熱伝導の状態ではマクロな運動は生じず, 分子運動
によって熱エネルギーが運ばれている. 両者の熱輸送形態は対照的である.

大気中では, このような熱対流がまさに「対流圏」で起こっている. 太陽から放射されたエネルギーの多く
は途中で反射・吸収されることなく地表面に到達し, そこを加熱する. この入射したエネルギーはさまざま
なエネルギーに変換され, 輸送されて, 最終的には大気上端から赤外放射 (熱放射)として宇宙空間に射出
される. 地球系に入るエネルギーと出ていくエネルギーがほとんど釣合っており, ほぼ平衡した状態つまり
「気候」が維持されている. 対流は地表面から対流圏界面へと熱エネルギーを運ぶ主要な形態の一つである.

海洋の場合, 基本的には上端の海面付近で加熱されるので, 不安定成層になりにくい. しかし, 夜間には冷
却が上端から起こるので不安定になりうるし, 海面からの蒸発が盛んであれば高塩分の海水となりやはり
不安定な状況となる. 海洋の深層水はおもに北大西洋で形成されるが, それは基本的に対流過程によって沈
み込んでいく.

ここでは, まず実験室に立ち戻り, ある理想的な条件下での対流運動を流れの安定性という視点から考察す
る. そして, 関連する室内実験や数値実験, 大気海洋の現象について触れる.

12.1 支配方程式系

重力場 g の中に置かれた動粘性率が ν の粘性流体を考える. 速度を u, 密度を ρ, 圧力を p として, 運動方
程式は次である：

Du

Dt
= g − 1

ρ
gradp+ ν∆u. (12.1)

ここで, D/Dt はラグランジュ微分である. また, 連続方程式は次である：

Dρ

Dt
+ ρdivu = 0. (12.2)

エネルギー方程式は, 熱伝導率を κ(=一定)として熱伝導の効果を陽に考える：

DT

Dt
= κ∆T. (12.3)

そして, 流体の状態方程式は液体を念頭に置いて ρ = ρ(T ) とし, 体積膨張率を γ(> 0) とおいて次のよう
にする：

ρ = ρ0{1− γ(T − T0)}. (12.4)
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(12.1), (12.2), (12.3), (12.4)は従属変数 (u, ρ, p, T ) で閉じており, これらを支配方程式系とする.

運動の境界条件としては, 上端 (z = D), 下端 (z = 0)ともスリップ (摩擦応力が 0)する固定面とする：

∂u

∂z
=
∂v

∂z
= 0, w = 0. (12.5)

ここで, w = 0 は, 流体が境界を通して出入りしないという運動学的条件である. また, 熱の境界条件とし
ては,

上端 (z = D) : T = TT ,

下端 (z = 0) : T = TB,

}
(12.6)

として, それぞれの温度が一定の値に維持されるとする. 大きな熱溜に接している状況に相当する. さらに,
横方向の境界は深さに対して十分遠くにあるとして, 無限遠方に置く.

12.2 定常熱伝導解

まず, 流れがなく (u = 0), 定常 (D/Dt = 0)な熱伝導解を求める. この解を (·) で表すとすると, エネル
ギー方程式 (12.3)は,

κ∆T = 0, (12.7)

となる. 境界条件 (12.6)より熱伝導解の温度分布は,

T (z) = TB − TB − TT

D
z, (12.8)

となり, 高さ z の線型関数である. ここで, 上下端の温度差を ∆T ≡ TB − TT と置く. (微分演算子 ∆ と
混同しないように注意すること. ) 熱伝導解の領域平均温度 (TB + TT )/2 を基準温度 T0 として (12.8)を
状態方程式 (12.4)に代入すると, 密度分布が次のように得られる：

ρ(z) = ρ0

{
1 + γ∆T

(
z

D
− 1

2

)}
. (12.9)

状態方程式から明らかであるが, 温度が高さ z の線型減少関数であれば, 密度は線型増加関数である. また,
運動方程式 (12.1)の鉛直成分は,

0 = −g − 1
ρ

∂p

∂z
, (12.10)

となり, 静力学平衡となるので, 圧力分布はこれを上端 (z = D)からある高さ z まで積分して,

p(z)− p(D) = ρ0g

{(
1− γ∆T

2

)
(D − z) +

γ∆T
2D

(D2 − z2)
}
, (12.11)

となる. 結局, 定常熱伝導解は, 熱力学的状態変数 ρ, p, T がそれぞれ (12.9), (12.11), (12.8)で与えられ,
u = 0 となる解である.
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12.3 熱伝導解の線型安定性

12.3.1 擾乱方程式

前節で求めた定常熱伝導解に微小な擾乱を加えて, その時間発展を考える.

ρ = ρ(z) + ρ′(x, y, z, t)
p = p(z) + p′(x, y, z, t)
T = T (z) + T ′(x, y, z, t)
u = u′(x, y, z, t)

⎫⎪⎪⎪⎪⎬
⎪⎪⎪⎪⎭

(12.12)

これらを支配方程式系 (12.1), (12.2), (12.3), (12.4) に代入し, 擾乱の 2次以上の項を無視して線型化する.
ただし, 運動方程式の鉛直成分の浮力項 ρg を除いて密度一定 (ρ → ρ0)とする, ブシネスク近似を用いる.
熱伝導解が (12.8), (12.9), (12.11)で与えられていることを用いて整理すると, 最終的に次の擾乱に対する
線型化方程式系を得る：

運動方程式
∂u′

∂t
= −γT ′g − 1

ρ0
gradp′ + ν∆u′, (12.13)

連続方程式 divu′ = 0, (12.14)

エネルギー方程式
∂T ′

∂t
+ w′ dT

dz
= κ∆T ′. (12.15)

ただし, 運動方程式 (12.13)では, 線型化した状態方程式 ρ′ = −ρ0γT
′ を用いている. エネルギー方程

式 (12.15)に基本場である定常熱伝導解の温度勾配 dT/dz が入っている. 線型方程式系 (12.13), (12.14),
(12.15)は (u′, p′, T ′)を従属変数として閉じた方程式系となっている. 外部パラメータとしては, 重力の大
きさ g ≡ |g|, 流体の物性定数 ρ0, ν, γ, κ, および, 基本場の dT/dz である.

運動方程式の水平成分は, (
∂

∂t
− ν∆

)
u′ = − 1

ρ0

∂p′

∂x
, (12.16)(

∂

∂t
− ν∆

)
v′ = − 1

ρ0

∂p′

∂y
, (12.17)

なので, これの水平発散をとり, 連続方程式の

∂u′

∂x
+
∂v′

∂y
+
∂w′

∂z
= 0, (12.18)

を用いると, (
∂

∂t
− ν∆

)
∂w′

∂z
=

1
ρ0

(
∆− ∂2

∂z2

)
p′, (12.19)

となる. いっぽう, 運動方程式の鉛直成分は,(
∂

∂t
− ν∆

)
w′ = γT ′g − 1

ρ0

∂p′

∂z
, (12.20)

であるので, これらから p′ を消去して, 次を得る：(
∂

∂t
− ν∆

)
∆w′ = γg

(
∆− ∂2

∂z2

)
T ′. (12.21)

この式とエネルギー方程式 (12.15)とで, (w′, T ′)を従属変数とする閉じた方程式系となっている.
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12.3.2 無次元化

この段階で, 各変数の特徴的な大きさでそれぞれを無次元化しておく：

次元つき変数 無次元変数

(x, y, z) = D(x∗, y∗, z∗)
t = (D2/κ)t∗

w′ = (κ/D)w∗

T ′ = (∆T )T ∗

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭

(12.22)

ここで, 特徴的な空間スケールとして流体の深さ D をとり, 特徴的な時間スケールとして熱伝導の時間ス
ケールをとっている. 鉛直速度の特徴的スケールは深さ D を時間 (D2/κ) で割ったものであり, 温度擾乱
の特徴的スケールは上下端の温度差 ∆T である. 無次元変数 (x∗, y∗, z∗, t∗), (w∗, T ∗) は, それぞれ O(1) の
大きさとなっている.

これらを (12.15), (12.21)に代入すると, 無次元をあらわす記号 (·)∗ を省略して次のようになる：
∂T

∂t
− w = ∆T, (12.23)(

1
Pr

∂

∂t
−∆

)
∆w = Ra

(
∆− ∂2

∂z2

)
T. (12.24)

ここで, ∂T/∂z = −∆T/H の関係式を使っている. また, 二つの無次元数 Pr, Ra は次のように定義して
いる：

Pr ≡ ν

κ
: プラントル数, (12.25)

Ra ≡ γg∆TD3

κν
: レイリー数. (12.26)

また, 境界条件 (12.5), (12.6)は, 上端 (z = 1)および下端 (z = 0)で次のようになる：

スリップ条件 :
∂2w

∂z2
= 0,

運動学的条件 : w = 0,
熱的条件 : T = 0.

⎫⎪⎪⎬
⎪⎪⎭ (12.27)

ここで, スリップ条件は連続方程式を z で微分して得られる. 熱的条件は境界で温度の摂動がないという
ことである.

12.3.3 指数関数型擾乱

方程式系 (12.23), (12.24)を満たす解として, 次の指数関数型擾乱を考える：(
w(x, y, z, t)
T (x, y, z, t)

)
= Re

[(
W (z)
Θ(z)

)
ei(kx+ly)+σt

]
. (12.28)

これを (12.23), (12.24)に代入して整理すると,(
d2

dz2
− α2 − σ

)
Θ = −W, (12.29)(

d2

dz2
− α2 − σ

Pr

)(
d2

dz2
− α2

)
W = Raα2Θ, (12.30)
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となる. ただし, α2 = k2 + l2 である. さらに, これらから Θ を消去すると, 最終的に次の W に対する 6
階の常微分方程式となる：{(

d2

dz2
− α2 − σ

)(
d2

dz2
− α2 − σ

Pr

)(
d2

dz2
− α2

)
+Raα2

}
W = 0. (12.31)

また, 境界条件は上端 (z = 1)および下端 (z = 0)で次のようになる：

スリップ条件 :
d2W

dz2
= 0,

運動学的条件 : W = 0,

熱的条件 :
(
d2

dz2
− α2 − σ

Pr

)(
d2

dz2
− α2

)
W = 0.

⎫⎪⎪⎪⎪⎬
⎪⎪⎪⎪⎭

(12.32)

ただし, 熱的条件は (12.30)を用いて W に関する条件に書き直している.

6階の定係数線型常微分方程式で境界条件が 6個与えられるから, これらを満たす解が求められるはずで
ある.

12.3.4 積分定理

具体的に安定性の解析を行なう前に, 前小節の方程式系の性質を調べておく. (12.30)の両辺に W の複素

共役 W ∗(以下この章では, (·)∗ は無次元ではなく複素共役を表すことに注意)をかけて z = 0 から z = 1ま
で積分する. 境界条件 (12.32)を用いると∫ 1

0

W ∗ d
2W

dz2
dz = W ∗ dW

dz

∣∣∣∣1
0

−
∫ 1

0

dW ∗

dz

dW

dz
dz,

= −
∫ 1

0

∣∣∣∣dWdz
∣∣∣∣2 dz, (12.33)

∫ 1

0

W ∗ d
4W

dz4
dz = W ∗ d

3W

dz3

∣∣∣∣1
0

−
∫ 1

0

dW ∗

dz

d3W

dz3
dz,

= −dW
∗

dz

d2W

dz2

∣∣∣∣1
0

+
∫ 1

0

d2W ∗

dz2

d2W

dz2
dz,

=
∫ 1

0

∣∣∣∣d2W

dz2

∣∣∣∣2 dz, (12.34)

と変形できるので, 最終的に次を得る：∫ 1

0

(∣∣∣∣d2W

dz2

∣∣∣∣2 + 2α2

∣∣∣∣dWdz
∣∣∣∣2 + α4|W |2

)
dz +

σ

Pr

∫ 1

0

(∣∣∣∣dWdz
∣∣∣∣2 + α2|W |2

)
dz

= Raα2

∫ 1

0

ΘW ∗dz. (12.35)

同様に, (12.29)の複素共役に Θ をかけて z = 0 から z = 1 まで積分すると,∫ 1

0

(∣∣∣∣dΘdz
∣∣∣∣2 + α2|Θ|2

)
dz + σ∗

∫ 1

0

|Θ|2dz =
∫ 1

0

ΘW ∗dz, (12.36)
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となる.

(12.35)と (12.36)で右辺の ΘW ∗ の積分項を消去すると次を得る：

∫ 1

0

{∣∣∣∣d2W

dz2

∣∣∣∣2 + 2α2

∣∣∣∣dWdz
∣∣∣∣2 + α4|W |2 −Raα2

(∣∣∣∣dΘdz
∣∣∣∣2 + α2|Θ|2

)}
dz

+
σ

Pr

∫ 1

0

(∣∣∣∣dWdz
∣∣∣∣2 + α2|W |2

)
dz − σ∗Raα2

∫ 1

0

|Θ|2dz = 0. (12.37)

σ = σr + iσi として, この式の実部をとると,

∫ 1

0

{∣∣∣∣d2W

dz2

∣∣∣∣2 + 2α2

∣∣∣∣dWdz
∣∣∣∣2 + α4|W |2 −Raα2

(∣∣∣∣dΘdz
∣∣∣∣2 + α2|Θ|2

)}
dz

+σr

{
1
Pr

∫ 1

0

(∣∣∣∣dWdz
∣∣∣∣2 + α2|W |2

)
dz −Raα2

∫ 1

0

|Θ|2dz
}

= 0, (12.38)

となる. Ra ≤ 0 すなわち ∆T ≤ 0 のとき, 第一項の積分値と第二項の σr の係数がともに正となるので,
σr < 0 でなければならない. すなわち, Ra ≤ 0 のとき定常熱伝導解が微小な擾乱に対して安定であること
が証明できたわけである. パーセル法による直観では “自明”に近いが, 数学的にちゃんとやろうと思えば
このような手続きとなる. 逆に, 熱伝導解が不安定 (σr > 0)であるための必要条件は Ra > 0 である. ただ
し, これは十分条件ではない.

次に (12.37)の虚部をとると,

σi

{
1
Pr

∫ 1

0

(∣∣∣∣dWdz
∣∣∣∣2 + α2|W |2

)
dz +Raα2

∫ 1

0

|Θ|2dz
}

= 0, (12.39)

となる. Ra > 0 のとき { } 内は正であるので, σi = 0 でなければならない. すなわち, 擾乱が増幅すると
きには, その水平位相速度が 0 である. したがって, 安定・不安定の臨界状態にある中立擾乱は σ = 0 で与
えられる. 一般に中立擾乱は σr = 0 で与えられるが, この場合には実部虚部ともに 0 であることに注意し
よう.

12.3.5 臨界状態

σ = 0 として臨界状態の解析をする. この場合, 微分方程式 (12.31)は,{(
d2

dz2
− α2

)3

+Raα2

}
W = 0, (12.40)

となり, 上端 (z = 1)および下端 (z = 0)での境界条件 (12.32)は, 次のようになる：

スリップ条件 :
d2W

dz2
= 0,

運動学的条件 : W = 0,

熱的条件 :
d4W

dz4
= 0.

⎫⎪⎪⎪⎬
⎪⎪⎪⎭ (12.41)

ここで, 熱的境界条件は (d2/dz2 − α2)2W = 0 より, 上二つの条件を用いている.
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図 12.1: 安定性ダイヤグラム. 擾乱の発達率の波数とレイリー数に対する依存性を示したもの. (左) 上下
端ともスリップ境界条件, (右) 上下端とも粘着境界条件. 斜線部は擾乱が減衰する領域.

方程式 (12.40)の解で境界条件 (12.41)を満たすものは,

W (z) = W0 sinnπz, n = 1, 2, · · · , (12.42)

である. これに対応する固有値方程式は, −(n2π2 + α2)3 +Raα2 = 0 となり,

Ra =
1
α2

(n2π2 + α2)3, (12.43)

で臨界状態となるレイリー数が水平波数 α の関数として与えられる. 横方向の境界を無限遠にとっている
ので, 水平波数は離散的にならない. このような臨界状態のうち最小のレイリー数を与えるものを臨界レイ
リー数という.

dRa

dα
=

2
α3

(n2π2 + α2)2(2α2 − n2π2), (12.44)

なので, 臨界波数が n = 1 に対して αc = π/
√

2 = 2.22 となり, 臨界レイリー数は Rac =
2
π2

(π2 +
π2

2
)3 =

27
4
π4 = 657.5 で与えられる.

同様にして, 上下端とも粘着条件 (u = v = w = 0)で臨界レイリー数を求めることができる. この場合に
は, αc = 3.12, Rac = 1708 となり, スリップ条件の場合よりも大きな臨界レイリー数となる.

図 12.1はスリップ条件および粘着条件で固有値問題を解き, 擾乱の発達率 σr の波数およびレイリー数に

対する依存性を示したものである. 斜線部は σr < 0 であり, 擾乱が発達しないパラメータ領域である.
Ra < Rac ならば, どんな波数の擾乱も発達せず熱伝導解は安定に存在する. これに対して, σr = 0 の臨
界曲線より上では熱伝導解が不安定であり, 対流が生じると予測できる. 実際に, 熱対流の室内実験でレイ
リー数 (上下端の温度差∆T )を徐々に上げていくと, このような理論値に近いところで対流が始まり, 出現
した対流の水平波数も理論値に近いものとなる.
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12.3.6 擾乱の構造

臨界レイリー数を与える鉛直速度の擾乱は n = 1 より,

w(x, y, z, t) = Re[W0 sinπz ei(kx+ly)] (12.45)

である. 方程式 (12.30) で σ = 0 とし, この解を代入すると,

Θ =
(π2 + α2)2

Raα2
W0 sinπz, (12.46)

となるので, 温度擾乱は

T (x, y, z, t) =
(π2 + α2)2

Raα2
w(x, y, z, t), (12.47)

となる. これより, 臨界状態では T と w が同位相であることがわかる. すなわち, 上昇域は高温であり, 下
降域は低温である.

同様にして, 臨界状態での圧力や水平速度場の位相関係を求めることができる. 結果だけをまとめて書くと
次になる：

u =
kπ

α2
cosπz Re[iW0e

i(kx+ly)], (12.48)

v =
lπ

α2
cosπz Re[iW0e

i(kx+ly)], (12.49)

w = sinπz Re[W0e
i(kx+ly)], (12.50)

ρ = −ρ0γ(α2 + π2)2

Raα2
sinπz Re[W0e

i(kx+ly)], (12.51)

p = −ρ0ν(α2 + π2)π
α2

cosπz Re[W0e
i(kx+ly)], (12.52)

T =
(α2 + π2)2

Raα2
sinπz Re[W0e

i(kx+ly)]. (12.53)

臨界状態での擾乱の空間パターンを考えてみる. 臨海波数は α =
√
k2 + l2 が与えられるだけなので, 線型

解析では k, l まで一意的に決まらない. また, 単純な格子状の解に加えて, よく知られた 6角形の蜂の巣状
の解もともに可能であり, 空間パターンについて何重にも縮退していることになる. また, 位相の任意性も
あるので, 並進と回転に対しても縮退している. 水平に無限の境界条件ではなく有限容器を考えれば並進に
対する縮退は解けるが, 円筒容器の場合などでは回転に対する縮退が残る. 具体的に縮退を解くには非線型
定常解を求めてそれらの安定性を調べなければならない.

擾乱の空間構造を具体的にイメージするために, 簡単な例としてロール状対流を考える. l = 0 として y 方

向の構造がない鉛直 2次元の構造を求めると, W0, T0 を正の実数として,

u = −(π/k)W0 cosπz sin kx,
w = W0 sinπz cos kx,
T = T0 sinπz cos kx,
ρ = −ρ0γT0 sinπz cos kx,

(12.54)

である. この構造を模式的に図 12.2に示す. 高温で密度の低い部分が上昇し, 低温で密度の高い部分が下降
している. このような運動によって流体のもつ位置エネルギーが減少し, その分が対流の運動エネルギーに
変換している. また, u と w の位相関係は連続方程式の通りで, 下層で水平収束があるところで上昇流とな
り, その上層では水平発散となっている.
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図 12.2: 鉛直 2次元ロール状対流の模式図 (スリップ条件). (a) 温度の擾乱成分, (b) 密度の擾乱成分, (c)
流れ.

12.4 室内実験・大気海洋現象

レイリー理論の室内実験による検証は, 古くより行なわれてきた. 対流の発生する臨界値を調べるだけでな
く, 幅広いパラメータ領域でどのような空間・時間構造の対流運動が生じるかが調べられている. 具体的
には, 浅井 (1983)や木村 (1983)を参照のこと. ここにまとめた内容よりもさらに理論的な扱いは巽・後藤
(1976)にある.

現実大気の対流への応用を考える場合には, いくつか留意すべき点がある. まず, 熱源と冷源であるが, 熱
エネルギーの流入は, おもに下端境界からのフラックス, 流出は大気から宇宙空間への熱輻射であり, 温度
を一定値に固定したいまの境界条件通りではない. 境界層の過程や大気輻射をちゃんと考えないといけな
い. また, 対流の時間スケールによっては地球の回転効果が効いてくる場合もある. 積極的に, 回転系での
熱対流を考える必要もある. さらに, 忘れてはならないのは, 水蒸気を含んだ大気の対流では, 雲ができう
ることである. 雲ができれば, 凝結熱の放出により, 運動場に大きなフィードバックがかかる. 積雲対流, 湿
潤対流などの言葉で語られる話題である. 積雲対流の組織化など, ドライな対流とは大きく異なる運動形態
になることが多い. 大気の対流に関する最近の教科書として, Emanuel(1994)を挙げておく.

海洋中での対流は, この章で解析したような単純な熱対流ではない. 河口付近では真水に近いし, 蒸発や氷
結の盛んな所では塩分濃度が高い. 温度と組成比 (塩分濃度)で密度が決まり, その分布によって対流が起
る. 大気での温位 (potential temperature)に対応する量としてポテンシャル密度 (potential density)を定
義し, 静的安定度の診断に使うことがある (Gill, 1982; 第 3.7.5節). また, このような対流によって駆動さ
れる深層循環を熱塩循環という.
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第13章 順圧不安定

第 8章でみたように安定密度成層した場では浮力を復元力とする重力波が存在し, 他方, 第 12章でみたよ
うに不安定成層の場合には不安定を解消するために対流が生じる. また, 第 9章では絶対渦度保存則を束
縛とする波動のロスビー波を考えたが, ここでは, それに対応する枠組みで不安定になりうる状況を考え
る. 回転球面上の 2次元非圧縮流体で回転軸対称な基本帯状流は, その緯度構造に依存して安定な場合と
不安定な場合とがある. このように基本流の絶対渦度の水平分布に依存した流れの不安定性を順圧不安定
(barotorpic instability)という.

成層圏の東進ロスビー波や熱帯域の偏東風波動など, 大気中には流れの順圧不安定に起因すると考えられ
る波動擾乱が存在する.

13.1 支配方程式

第 9.4.1節で導入した中緯度 β 平面上 (f = f0 + βy)での 2次元非圧縮流体運動を考える. β 平面近似をし
た渦度方程式は (9.42) で与えられる：

∂

∂t
∆2ψ +

∂(ψ,∆2ψ)
∂(x, y)

+ β
∂ψ

∂x
= 0. (13.1)

ここで, tは時刻, (x, y)はそれぞれ, 東向き, 北向きの空間座標 (直交直線座標系)であり, 2次元ラプラシ

アンを∆2 ≡ ∂2

∂x2
+

∂2

∂y2
, 2次元ヤコビアンを

∂(a, b)
∂(x, y)

≡ ∂a

∂x

∂b

∂y
− ∂a

∂y

∂b

∂x
と表記している. これは流線関数

ψ(x, y, t)について閉じた方程式である. 水平速度 (u, v)は流線関数より,

(u, v) = (−∂ψ
∂y

,
∂ψ

∂x
), (13.2)

で与えられる. 相対渦度を ζ ≡ ∆2ψ, 絶対渦度を q ≡ ζ + f0 + βyとすると, 上の渦度方程式は,

∂q

∂t
+
∂(ψ, q)
∂(x, y)

=
Dq

Dt
= 0, (13.3)

となり, 絶対渦度が流れとともに保存されるラグランジュ的な保存量となる.

境界条件としては, x方向には長さ Lで周期境界とし, y方向には y = ±W/2にスリップする壁を置く：

東西 ： ψ(x, y, t) = ψ(x+ L, y, t),

南北 ： v =
∂ψ

∂x
= 0, at y = ±W/2,

⎫⎬
⎭ (13.4)

155
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13.2 帯状流の線型安定性

東西方向に流れる流れを帯状流 (zonal flow)という. 帯状流が東西に構造をもたなければ, それは支配方程
式 (13.1)の定常解となっている. これを基本解として, 流れの安定性解析を行なう. すなわち, 積分定理を
求め, 固有値解析を行なうことにする.

13.2.1 基本場：南北 1次元定常帯状流

東西方向に構造を持たない南北 1次元の定常な帯状流 ψ(y)は, 支配方程式 (13.1)の解となっている. この
解を基本場として, その安定性を解析する. 基本場の速度と絶対渦度は,

u(y) = −dψ
dy
, (13.5)

v = 0, (13.6)

q = −du
dy

+ f0 + βy =
d2ψ

dy2
+ f0 + βy, (13.7)

である.

13.2.2 擾乱方程式

南北 1次元の定常帯状流 ψ(y)を基本場として, それに加えた微小な擾乱 ψ′(x, y, t)の時間発展を考える.
ψ(x, y, t) = ψ(y) + ψ′(x, y, t)を (13.1)に代入し, 擾乱の 2次の項を無視して線型化する：(

∂

∂t
+ u

∂

∂x

)
∆2ψ

′ +
(
β − d2u

dy2

)
∂ψ′

∂x
= 0. (13.8)

ここで,
ψ′(x, y, t) = Re

[
Ψ(y)eik(x−ct)

]
, (13.9)

という型の正弦波解を仮定すると, Ψ(y)に対する微分方程式が次のよう得られる：

(u− c)
(
d2Ψ
dy2
− k2Ψ

)
+
dq

dy
Ψ = 0. (13.10)

ただし, dq/dy = β − d2u/dy2である.

境界条件 (13.4)は擾乱に対して,

東西 ： k = 2πn/L, n = 1, 2, · · · ,
南北 ： Ψ(−W/2) = Ψ(W/2) = 0,

}
(13.11)

となる.

2階線形常微分方程式 (13.10)は Ψ に対して y = ±W/2での (2つの)境界条件 (13.11)を与えることで, 固
有値を c とする固有値問題とみなすことができる. c = cr + ici (cr, ci は実数)として, k > 0の場合には
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(13.9)の時間依存性より, ⎧⎪⎨
⎪⎩

ci < 0 安定,

ci = 0 中立,

ci > 0 不安定,

(13.12)

と, ciの符号により基本場の安定性を判断できる.

13.2.3 積分定理

(13.10)の両辺を −(u − c)で割り, Ψの複素共役 Ψ∗ をかけて, 南北に積分する. y = ±W/2での境界条件
を用いると,

∫ W/2

−W/2

(∣∣∣∣dΨdy
∣∣∣∣2 + k2|Ψ|2

)
dy =

∫ W/2

−W/2

|Ψ|2
u− c

dq

dy
dy =

∫ W/2

−W/2

|Ψ|2
|u− c|2

dq

dy
(u − c∗)dy, (13.13)

となる. c = cr + ici として, この両辺の虚部をとると,

0 = ci

∫ W/2

−W/2

|Ψ|2
|u− c|2

dq

dy
dy, (13.14)

となる. これより, −W/2 ≤ y ≤ W/2 で dq/dy �= 0 ならば, すなわち, 絶対渦度 q が yの単調な関数であ

るならば, この基本場は中立 (ci = 0)である. つまり, 不安定 (ci > 0)となる必要条件は「基本場の絶対
渦度の緯度微分 dq/dy が領域 (−W/2 ≤ y ≤ W/2)内で符号を変える」として与えられる. このような基
本流が不安定となる必要条件は, 静止系ではレイリー (Rayleigh), 回転系ではクオ (Kuo)によって導かれ
たので,レイリー–クオの条件と呼ばれている. また, この条件が満たされて生じ得る不安定は順圧不安定
(barotropic instability)またはシアー不安定 (shear instability)と呼ばれている.

図 13.1はレイリー–クオの条件で安定性が判別できる順圧流である. 線型シアー (上段)の場合, q = β =一
定なので ci = 0でなければならず, 安定 (中立安定)の十分条件を満たしている. (中段)のような余弦関数
型ジェットの場合にも, 絶対渦度 q は単調増大関数であり中立安定である. 一方, 同じ余弦関数型ジェット
の場合でも (下段)の例では, dq/dyが領域内で符号を変えるので, 基本流が不安定となる必要条件を満たし
ている. 実際に固有値解析をすると, この流れが不安定であることがわかる.

つぎに, (13.13)の両辺の実部をとると,

∫ W/2

−W/2

(∣∣∣∣dΨdy
∣∣∣∣2 + k2|Ψ|2

)
dy =

∫ W/2

−W/2

|Ψ|2
|u− c|2

dq

dy
(u− cr)dy, (13.15)

となり, 不安定 (ci > 0)の場合, これは (13.14)を用いて,

∫ W/2

−W/2

(∣∣∣∣dΨdy
∣∣∣∣2 + k2|Ψ|2

)
dy =

∫ W/2

−W/2

|Ψ|2
|u− c|2

dq

dy
udy, (13.16)

と書き直せる. すなわち, レイリー–クオの条件とは別に, 不安定の必要条件として (13.16)式の左辺が正で

あることを課すことができる. つまり,「
dq

dy
u > 0となる領域が存在しなければならない」という条件であ

る. 別の言い方をすれば, 基本場の絶対渦度勾配と速度とが基本的に正の相関にあるという条件である. こ
の不安定の必要条件はフヨルトフト (Fjørtoft)の条件と呼ばれている. フヨルトフトの条件が満たされて

note/dyn-met/stab-barotro/stab-barotro.tex 平成 18 年 1 月 16 日 (余田 成男)



158 気象学 I 第 13章 順圧不安定

図 13.1: レイリー–クオの条件で判別できる順圧安定な流れ (上・中段)と不安定の可能性がある流れ (下段)
の例. (上段) u(y) = ay + b, (中段) u(y) = a cos(πy/W ) + b, (下段) u(y) = a cos(2πy/W ) + b.

いればレイリー–クオの条件も自動的に満たされているので, フヨルトフトの条件のほうがレイリー–クオ
の条件よりも厳しい条件である.

図 13.2に示す速度プロファイルはどれも dq/dy が領域内で符号を変えるので, レイリー–クオの不安定条

件を満たしている. ところが, (上段)の流れはどこでも
dq

dy
u ≤ 0であり, (13.16) の条件を満たさないので

安定である. 一方, (中・下段)の例はフヨルトフトの条件も満たしており, 不安定である可能性がある. (下
段)の tanh関数で b を大きくすると点線で示す階段型の関数 (渦シートプロファイル; vortex sheet profile)
になるが, これはシアー不安定な流れの典型として知られている.

13.2.4 固有値問題：2点折れ線モデル

具体的に基本場 uが与えられた場合には, 固有値問題を解いて線形安定性解析を行なうことになる. 複雑な
流れの場合には, 差分近似などにより数値的に固有値・固有関数を求めることになるが, 簡単な流れの場合
には手解析で固有値・固有関数を求めることができる.

具体例として, β = 0,W =∞(−∞ < y < +∞) の状況で, 基本場が

u(y) =

⎧⎪⎨
⎪⎩

+1 (+1 < y < +∞) ：領域 1
y (−1 ≤ y ≤ +1) ：領域 2
−1 (−∞ < y < −1) ：領域 3

(13.17)

で与えられるときの流れの安定性を調べよう (石岡, 1994).
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図 13.2: フヨルトフトの条件で判別できる順圧安定な流れ (上段) と不安定の可能性がある流れ (中・下
段)の例. (上段) u(y) = ay3 + b, (中段) u(y) = a sin(πy/W ) + b, (下段) u(y) = a tanh(by) + c. ただし,
f = 0(非回転系)とした.

まず, 解くべき微分方程式 (13.10)で β = 0とすると,

(u(y)− c)
(
d2Ψ
dy2
− k2Ψ

)
− d2u

dy2
Ψ = 0, (13.18)

となる. 各領域内では d2u/dy2 = 0であるから, u− c �= 0とすると, (13.18)式は以下のように簡単になる：

d2Ψ
dy2
− k2Ψ = 0. (13.19)

境界条件は, W = ±∞で擾乱の振幅が 0であるとする：

Ψ(−∞) = Ψ(+∞) = 0. (13.20)

また, u(y)の折れ目 (y = ±1)での解の接続の条件は, Ψ(y)の連続性により,

[Ψ(y)]y+ε
y−ε = 0, ε→ 0 at y = ±1, (13.21)

となる. また, (13.18)の y微分を差分で置き換えることにより,

(u(y)− c)
(

(2ε)−1

[
dΨ
dy

]y+ε

y−ε

− k2Ψ(y)

)
− (2ε)−1

[
du

dy

]y+ε

y−ε

Ψ(y) = 0, ε→ 0 at y = ±1, (13.22)

と書けるので, dΨ(y)/dyの接続条件は,

(u(y)− c)
[
dΨ
dy

]y+ε

y−ε

−Ψ(y)
[
du

dy

]y+ε

y−ε

= 0, ε→ 0 at y = ±1, (13.23)

となる.
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図 13.3: 2点折れ線モデルの安定性解析. (a)擾乱の発達率, kci; (b)擾乱の位相速度 cr.

微分方程式 (13.19)より, 各領域での解 Ψ(y)は,

Ψ(y) =

⎧⎪⎨
⎪⎩

A1e
ky +B1e

−ky , (+1 < y < +∞) :領域 1
A2e

ky +B2e
−ky , (−1 ≤ y ≤ +1) :領域 2

A3e
ky +B3e

−ky , (−∞ < y < −1) :領域 3

(13.24)

とおける. ここで, k > 0とする. 境界条件 (13.20)および接続条件 (13.21), (13.23)を用いて, 自明でない
解が存在するとすると, 固有値 cが次のように求められる：

c2 =
(1 − 2k)2 − e−4k

4k2
. (13.25)

擾乱は, ψ′(x, y, t) = Re
[
Ψ(y)eik(x−ct)

]
= Re

[
Ψ(y)eik(x−crt) × eikcit

]
であるから, その発達率 (増幅率)は

kci であり, 位相速度は cr である. 固有値を与える (13.25)式より, 擾乱の発達率と位相速度を波数 kの関

数として求めたのが図 13.3である. この基本流は, k < kc � 0.635の短波数 (長波長)の擾乱に対して不安
定であり, k = 0.4の擾乱が最大発達をする. このような基本流の不安定性により発達する擾乱を不安定擾
乱または不安定波という. 今の場合, 不安定擾乱の位相速度は 0である. これに対して, k > kc の擾乱は中

立であり, 正または負の位相速度をもつ.

(13.25)式が成立している場合に対して, 各固有値に対応する固有関数 Ψ(y)は, An, Bn(n = 1, 2, 3)の関係
を求めることによって与えられる. 求められたΨ(y)を式 (13.9)に代入すると, 各擾乱の空間構造を求める
ことができる. 図 13.4に幾つかの例を示す. (左上)は最も不安定な擾乱である. シアーのある−1 ≤ y ≤ +1
の領域で, その位相が基本流のシアーと逆の向きに傾いているのが特徴である. これに対して (左下)は安
定な擾乱で, ちょうど不安定擾乱を東西に折り返した構造になっている. 右の 2例は中立擾乱の対で, 上は
東進 (cr > 0) し, 下は西進 (cr < 0)する. 中立擾乱の位相は南北に変化せず, y = +1または y = −1付近
で振幅が最大である. 近年, このような解析の発展として, 不安定問題を二つの中立波の共鳴として捉える
考え方が提案されている (Sakai, 1989; 伊賀, 1996). つまり, y = +1と y = −1付近に存在する二つの中立
波の位相速度が近い値になると, 相互に影響を及ぼしあって共鳴的に増幅するようになる.
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図 13.4: 2点折れ線モデルの固有関数. (左上) 不安定擾乱, (左下) 安定擾乱, (右) 中立擾乱.

不安定擾乱の位相の傾きより, この擾乱に伴う運動量フラックスを推定することができる：

u′v′ =
∫ 2π/k

0

u′v′dx =
∫ 2π/k

0

−∂ψ
′

∂y

∂ψ′

∂x
dx, (13.26)

であり, −1 ≤ y ≤ +1の領域では擾乱の位相が北西-南東の向きに傾いているので, 基本的に ∂ψ′/∂y と
∂ψ′/∂xは正相関である. つまり, この領域では運動量フラックスが負であり, y = ±1より外側では 0なの
で, y = +1付近では運動量フラックスの発散, y = −1付近では収束があることになる. 結局, 不安定擾乱
に伴う運動量フラックスの発散・収束は, 基本流のシアーを弱めるように働いている. 基本流が不安定な場
合に発達する擾乱は, その不安定性を解消するように働く空間構造となっている.

13.3 順圧不安定に関するエネルギー論

Charney(1973) p.248

note/dyn-met/stab-barotro/stab-barotro.tex 平成 18 年 1 月 16 日 (余田 成男)



162 気象学 I 第 13章 順圧不安定

図 13.5: 1800Kの等温位面上における南半球帯状平均流の様子. 1999年 7月 1-10日. (左) 帯状平均帯状流
の緯度分布, (左) 帯状平均ポテンシャル渦度の緯度分布. 左図の点線はそれぞれ剛体回転する風速場を示す.

13.4 現実大気における順圧不安定

13.4.1 成層圏の東進ロスビー波

Hartmann(1983), Ishioka and Yoden(1994)の理論・数値実験のイントロダクションで, 冬季成層圏で観測
される東進ロスビー波に関するレビューがある.

図 13.5, 13.6に, 最近の事例を示す (Mizuta and Yoden, 2001). 図 13.5は, 上部成層圏 (1800Kの等温位面)
での帯状平均した帯状流およびポテンシャル渦度の緯度分布を示す. 1999年 7月上旬の 10日分を各実線
で重ね書きしている. 帯状平均帯状流は 45度付近に最大値をもつジェット構造 (「極夜ジェット」と呼ばれ
ている)をしているが, その極側に膨らみをもつ風速分布となっている. この風速分布に対応して, 帯状平
均ポテンシャル渦度はその緯度微分の符号を変えており, レイリー-クオの条件を満している. 実際, 図 13.6
に示すように, この期間にこの緯度帯では東西波数 1の擾乱が増幅し, 周期 4日程度で東進している. 「4
日波」と呼ばれる擾乱で, 基本的に極夜ジェットの順圧不安定によって生じたと考えられている.

13.4.2 熱帯域の偏東風波動

Charney(1973)

参考文献
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図 13.6: 1800Kの等温位面で南緯 60度でのポテンシャル渦度偏差の経度-時間図 (ホフメラー ダイヤグラ
ム). 東西波数 1成分だけを取り出したもの.

Mizuta, R. and S. Yoden, 2001: Interannual variability of the 4-day wave and isentropic mixing inside
the polar vortex in midwinter of the Southern Hemisphere upper stratosphere. submitted to J.
Geophys. Res.

Sakai, S., 1989: Rossby-Kelvin instability: a new type of ageostrophic instability caused bya resonance
between Rossby waves and gravity waves. J. Fluid Mech., 202, 149–176.
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第14章 傾圧不安定

重力場のなかで回転する系で安定密度成層した流体を水平加熱差により駆動する状況を考える. 具体的に
は, 太陽放射と地球放射の差として, 低緯度が正味の加熱, 高緯度が正味の冷却となる大気循環の状況であ
る. または, 室内の “回転水槽実験”で実現する状況である. 軸対称な強制場に対して軸対称な解が存在す
るが, 流れの状態によっては力学的に不安定であり, 非軸対称な流れとなる. このような流れの不安定性を
傾圧不安定 (baroclinic instability)という.

温帯低気圧やそれに関連するジェット気流の蛇行は, 大気の傾圧不安定性に起因すると考えられている.

14.1 回転水槽実験とイーディ問題

14.1.1 実験の概要

回転水槽 (rotating annulus)を用いた傾圧不安定波 (baroclinic waves) の実験 (例えば, Hide and Mason,
1975;瓜生, 1973, 1977)では, 同軸円筒間に実験流体を満たし, 外壁を加熱, 内壁を冷却して水平温度差を与
えることにより流れを駆動する. 装置全体を回転台に載せてまわせば, 系の回転が流れに及ぼす影響を調べ
ることができる. 回転がなければ, 外壁付近で上昇し内壁付近で下降する軸対称な対流となる. 表面付近の
流れをアルミ粉で可視化すれば, 内壁に向かう放射状の流れとなる. 水平温度差を一定に保ったまま系を回
転させたとき, 回転数が小さければ, 表面の流れパターンが同心円的な軸対称流 (axisymmetric flow)が出現
する (図 14.1(a)). 回転数がある臨界値を越えると, 接線方向に波構造をもつ非軸対称流 (non-axisymmetric
flow)が出現する (図 14.1(b)). 軸対称な流れが傾圧不安定となり, 3次元的な擾乱が発達した結果である.
このような擾乱を傾圧不安定波という. 実験パラメータに依存して, 波が時間変化せず一定の位相速度でド
リフトする定常波動 (steady waves), 波形や振幅が周期的に変化するバシレーション (vacillation), 擾乱が
空間・時間ともに不規則に変化する乱流 (turbulent flow; 図 14.1(c))など様々な流れが出現する. このよう
に実験パラメータに依存して, 軸対称流や非軸対称流が出現するが, 前者をハドレー循環 (またはハドレー
レジーム), 後者をロスビー循環 (ロスビー レジーム)という.

実験で得られる流れレジームは, おもに次の外部パラメータからなる無次元数に依存している (Hide and
Mason, 1975)：

RoT ≡ gHγ(Tw − Tc)
Ω2W 2

: 熱ロスビー数, (14.1)

Ta ≡ 4Ω2W 5

ν2H
: テイラー数, (14.2)

Pr ≡ ν

κ
: プラントル数. (14.3)
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図 14.1: 回転水槽を用いた傾圧不安定波の実験で得られた流れパターン (Hide and Mason, 1975より). (a)
軸対称流, (b) 定常波動, (c) 乱流.

図 14.2: 回転水槽を用いた傾圧不安定波の実験で得られたレジームダイヤグラム (Hide and Mason, 1975).

ここで, 流体の物性に依存したパラメータとしては, 動粘性率 ν, 熱伝導率 κ, 体積膨張率 γ が含まれてお

り, 容器の大きさとして, 横幅W と深さH , および重力加速度 g が含まれている. 実験パラメータとして変
化させるのは, おもに横壁間の温度差 Tw − Tc と回転角速度 Ω である. 図 14.2は, 得られた流れレジーム
のテイラー数 (横軸)と熱ロスビー数 (縦軸)に対する依存性を示したものである (Hide and Mason, 1975).
横壁間の温度差を一定に保ったまま回転角速度を増加させると, このダイヤグラムで右下がりの直線上を右
下に動くことになる. 横壁間の温度差が小さい場合 (約 0.2K以下)には軸対称流が出現するだけで, 回転角
速度を変えても不安定にならない. 一方, 温度差がそれ以上の場合には, 回転角速度を増すと軸対称流が不
安定となり, 非軸対称流へと遷移する. さらに, 回転数をあげると定常波動やバシレーションという規則的
な波動 (regular waves)を経てやがて不規則な流れ (irregular flow)へと遷移していく.
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回転水槽を用いた傾圧不安定波の実験は, 略して回転水槽実験といわれることがある. 後節でみるように傾
圧不安定波は上下に熱を運ぶと同時に水平にも熱を運んでいるので, 傾斜対流 (sloping convection)と呼ば
れることもある. この実験は, 1960年代から 70年代にかけて, 大気大循環の力学的エッセンスを取り出し
た実験として注目され, 盛んに研究された. 流れのレジームが軸対称流から乱流まで段階的に遷移するので,
流体における分岐現象の実例としても注目されてきた (例えば, Lorenz, 1962, 1963). もっとも, Hide(1953)
が最初に行なった動機は, 地球中心核 (外核)の運動を研究するためであったが.

14.1.2 支配方程式系

熱対流の章 (第 12章)で導入したブシネスク流体の近似をする. すなわち, 非圧縮に近い流体を考えて, 浮
力項のみ密度変化を残し, 他のところでは密度を一定とする. 系は一定角速度 Ωで回転するとするが, 遠心
力は重力に比べて小さいとして, 陽には扱わない. 円筒間隔が円筒の半径に比べて十分小さいとして, 円筒
の曲率を無視 (チャネル近似)し直線直交座標系 (x, y, z)で記述する. このとき, 支配方程式系は次で与え
られる：

運動方程式 ：
Du

Dt
+ 2Ωez × u = − 1

ρ0
gradp+ ν∆u +

ρ

ρ0
g, (14.4)

連続方程式 ： divu = 0, (14.5)

エネルギー方程式 ：
DT

Dt
= κ∆T, (14.6)

状態方程式 ： ρ = ρ0{1− γ(T − T0)}. (14.7)

これらは, 従属変数 (p, ρ, T,u)について閉じた方程式系となっている. 外部パラメータは, 流体の物性に依
存した, 平均密度 ρ0, 平均温度 T0, 動粘性率 ν, 熱伝導率 κ, 体積膨張率 γ と, 系の回転角速度 Ω, および重
力加速度 g である.

チャネルは x方向に伸び, y = 0と y = W に横壁があり, z = 0に底, z = H に蓋があるとして, それぞれの
境界で粘着条件を課する. すなわち, u = 0とする. (蓋をせず上端 (z = H)は大気に接するとして, スリッ
プ条件を仮定することもある.) 温度の境界条件としては, 両横壁を異なる温度で維持して, 水平加熱差を課
する：T (y = 0) = Tw, T (y = W ) = Tc, Tw > Tc. また, 上下の境界では, 熱フラックスがない (∂T/∂z)と
する断熱条件を課する. ここで, 実験パラメータは容器の大きさ (W , H)と横壁の温度 (Tw, Tc)である.

14.1.3 定常軸対称流

加熱場を含めて境界条件が軸対称である, すなわち, x 依存性がないとすると, これと同一の空間対称性
をもつ軸対称解が可能である. さらに, 時間対称性を仮定して定常軸対称解を求めよう. 支配方程式系で,
∂/∂t = ∂/∂x = 0として, (

v
∂

∂y
+ w

∂

∂z

)
u− fv = ν

(
∂2

∂y2
+

∂2

∂z2

)
u, (14.8)(

v
∂

∂y
+ w

∂

∂z

)
v + fu = − 1

ρ0

∂p

∂y
+ ν

(
∂2

∂y2
+

∂2

∂z2

)
v, (14.9)(

v
∂

∂y
+ w

∂

∂z

)
w = − 1

ρ0

∂p

∂z
+ ν

(
∂2

∂y2
+

∂2

∂z2

)
w − ρ

ρ0
g, (14.10)

∂v

∂y
+
∂w

∂z
= 0, (14.11)
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図 14.3: 数値的に求めた定常軸対称解の例 (Sugata and Yoden, 1991; Fig.3). (a) 子午面循環の流れ関数
(cm3 s−1), (b) [0,1]で規格化した温度, (c)帯状流 (cm s−1). 実験流体は水で, Ta = 8.46×105, RoT = 0.791
の場合. Tw − Tc = 5.15 K, Ω = 1.01 s−1.

(
v
∂

∂y
+ w

∂

∂z

)
T = κ

(
∂2

∂y2
+

∂2

∂z2

)
T , (14.12)

ρ = ρ0{1− γ(T − T0)}. (14.13)

をとなる. ここで, f = 2Ωである. これらは, u, v, w, ρ, p, T について閉じた方程式系なので, 解が求められ
れば, それが定常軸対称解である. しかし, 左辺の移流項は 2次の非線型であり, 一般に解析的に解を求め
ることができない.

数値的に定常軸対称解を求めて, そのパラメータ依存性を調べることができる (例えば, Sugata and Yoden,
1992). 図 14.3に一例を示すが, 流れ場はふつう境界層と内部領域に分けられる. いま考えている状況で
はエクマン数が小さい (EV = ν/(2ΩW 2) ≤ 10−3)ので, 上下の境界にはエクマン層ができる (第 6章参
照). 外壁から内壁への熱輸送は, おもに境界層内の流れ (子午面循環)によってなされている. 内外の横壁

付近には熱と粘性がともに寄与する境界層ができ, その厚さは l = 2
(

νκH

gγ(Tw − Tc)

)−1/4

で見積もられる

(McIntyre, 1968). 一方, いま考えている状況の内部域ではロスビー数も小さいので, x方向の運動方程式は
地衡流平衡の式

fu ∼ − 1
ρ0

∂p

∂y
, (14.14)

で近似できる. また, 同様に, z 方向の運動方程式は静力学的平衡の式

∂p

∂z
∼ −ρg, (14.15)

で近似できる. これらより pを消去して, 状態方程式を用いれば,

f
∂u

∂z
= −γg ∂T

∂y
, (14.16)

という, 温度風関係式 (thermal wind relation)を得る. 水平帯状流の鉛直シアーがその流れに直交する向
きの水平温度勾配に比例するという関係である. 鉛直にのびた仮想的な柱に働くトルクを考えると, コリオ
リ力によるトルクと安定成層化のトルクが釣合う関係であることがわかる.
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14.1.4 内部域軸対称解の線型安定性：イーディ問題

基本場として次のような内部域軸対称解を考える. まず, チャネルに沿う x 方向の流れが yに依存せず,

u(z) = Λz + u0, (14.17)

とする. ここで, u0は z = 0での帯状流速である. du/dz = Λ =一定なので, 温度風関係より

∂T

∂y
= − f

γg

du

dz
= −fΛ

γg
, (14.18)

である. これを y方向に積分して,

T (y, z) = T (0, z)− fΛ
γg

y, (14.19)

となる. ここで, Γ ≡ dT/dz =一定 > 0 として, 安定密度成層をしているとすると, 基本温度場は

T (y, z) = Γz − fΛ
γg
y + T 00, (14.20)

で与えられる. ここで, T 00は, y = z = 0での温度である. また, 子午面 (y, z平面)内の速度は 0とする：

v = w = 0. (14.21)

ここで, このような基本場に加えられた 3次元の微小擾乱を考える：

u = u(z) + u′(x, y, z, t),
v = v′(x, y, z, t),
w = w′(x, y, z, t),
ρ = ρ(y, z) + ρ′(x, y, z, t),
p = p(y, z) + p′(x, y, z, t),
T = T (y, z) + T ′(x, y, z, t).

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭

(14.22)

これを支配方程式系 (14.4)∼(14.7)に代入して線型化する. ただし, ν = κ = 0であるとすると, 擾乱に対す
る線型方程式系は次になる： (

∂

∂t
+ u

∂

∂x

)
u′ − fv′ = − 1

ρ0

∂p′

∂x
, (14.23)(

∂

∂t
+ u

∂

∂x

)
v′ + fu′ = − 1

ρ0

∂p′

∂y
, (14.24)(

∂

∂t
+ u

∂

∂x

)
w′ = − 1

ρ0

∂p′

∂z
− ρ′

ρ0
g, (14.25)

∂u′

∂x
+
∂v′

∂y
+
∂w′

∂z
= 0, (14.26)(

∂

∂t
+ u

∂

∂x

)
T ′ +

(
v′
∂

∂y
+ w′ ∂

∂z

)
T = 0, (14.27)

ρ′ = −ρ0γT
′. (14.28)

境界条件としては, チャネルの横壁と上下に置いた水平壁でスリップ条件を課する：

v′ = 0, at y = 0, W, (14.29)

w′ = 0, at z = 0, H. (14.30)
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擾乱についてもロスビー数が小さく, ほぼ静力学的平衡が成り立つとすると, これらの線型方程式系から準
地衡ポテンシャル渦度方程式が導出できて,(

∂

∂t
+ u(z)

∂

∂x

)(
∂2

∂x2
+

∂2

∂y2
+
f2

N2

∂2

∂z2

)
p′ = 0, (14.31)

となる. ここで, ブラント-バイサラ振動数 N = (gγΓ)1/2である. 境界条件は p′について書き直して,

∂p′

∂x
= 0, at y = 0, W, (14.32)(

∂

∂t
+ u(z)

∂

∂x

)
∂p′

∂z
− Λ

∂p′

∂x
= 0, at z = 0, H, (14.33)

となる. Eady(1949)は, 中緯度対流圏の帯状流を念頭に置いてこのような枠組をつくり, 基本場の安定性を
固有値問題として解析した. ここでは, 彼のたどった道を真似て, 回転水槽実験での軸対称流の安定性解析
を行なう.

横壁での境界条件 (14.32)を満たす次の正弦波解を考える：

p′(x, y, z, t) = Re
[
Ψ(z) sin(nπy/W )eik(x−ct)

]
. (14.34)

これを (14.31)式に代入して整理すると,

(u(z)− c)
(
k2 +

n2π2

W 2
− f2

N2

d2

dz2

)
Ψ(z) = 0, (14.35)

となる. 上端が蓋なしの場合には u0 = 0となり, 境界条件 (14.33)は,

−c∂Ψ
∂z
− ΛΨ = 0, at z = 0,

(ΛH − c)∂Ψ
∂z
− ΛΨ = 0, at z = H,

⎫⎪⎪⎬
⎪⎪⎭ (14.36)

となる. (14.35)式を満たす解は,

Ψ(z) = A exp(αz) +B exp(−αz), (14.37)

となり, α2 は,

α2 =
N2

f2

(
k2 +

n2π2

W 2

)
, (14.38)

で与えられる. (14.37)を境界条件 (14.36)に代入して, 自明でない解をもつとすると, 固有値 cは,

c2 − ΛHc+
Λ2

α2
(αH coth(αH)− 1) = 0, (14.39)

の解として与えられる. coth a = {tanh(a/2) + coth(a/2)}/2という関係式を用いて整理すると,

c =
ΛH
2
± Λ
α

[(
αH

2
− tanh

αH

2

)(
αH

2
− coth

αH

2

)]1/2

, (14.40)

となる. (αH)/2− tanh{(αH)/2} は常に正なので,

αH

2
− coth

αH

2
< 0, すなわち,

αH

2
< 1.1997 =

αcH

2
, (14.41)

の場合には, cが複素共役固有値となり, 基本流は不安定である. ここで, 安定と不安定を分ける臨界値が Λ
に依らないことに注意すべきである. もっとも, 擾乱の発達率は kci ∝ Λ/α なので, 鉛直シアー (南北温度
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図 14.4: 回転水槽実験に対応するイーディ問題での固有値解析. 実験パラメータは, H = 10 cm, W = 5
cm, N2 = 0.1 s−2, Ω = 1 s−1. (左) 擾乱の発達率 kci(上)と位相速度 cr(下)の帯状波数 k依存性. ただし,
Λ = 0.1 s−1. (右) 擾乱の発達率 kci(s−1).

差)が大きいほど不安定である. 静的安定度 N(つまり Γ = dT/dz)が増せば αも増すので, 擾乱の発達率
は小さくなる.

水槽実験に近い値に対して固有値 cの帯状波数 k依存性を求めた結果を図 14.4(左)に示す. ある臨界波数
よりも小さな波数の擾乱に対して基本場は不安定であり, そのときの位相速度 cr は z = H/2での基本流の
速度に等しい. このグラフは順圧不安定の 2点折れ線モデルの結果 (図 13.3)と類似しており, やはり, 上端
(z = H)と下端 (z = 0)付近に存在する二つの中立波の位相速度が近い値になった時の共鳴によって, 基
本場が不安定になっていると考えられる. 図 14.4(右)は別の表現で, 擾乱の発達率 kci を擾乱の水平波長

(2π/k)と鉛直シアー (Λ) の関数としてプロットしたものである. 臨界波長や最大発達擾乱の波長は鉛直シ
アーに依存しないが, 発達率自体は鉛直シアーが大きいほど大きい. ここで与えたパラメータの場合, 水平
波長が 7cmに近い擾乱が最大発達する. もっとも, 現実の水槽では接線 (θ)方向に周期的であり, 擾乱の波
数は離散的な値しかとれない (p′ ∝ eisθ, s = 1, 2, · · ·)ことを思い出しておこう.

各固有値に対応する固有関数は擾乱の空間構造を与える. 図 14.4(左)の状況で成長率が最大に近い不安定
擾乱の構造を図 14.5に示す. 擾乱の圧力場は高さと共に「西」に傾き, 温度場は「東」に傾いている. これ
らの位相がおよそ π/2ずれていることに注意. 鉛直流は温度場と正相関があり基本的に T ′w′ > 0で, この
擾乱によって熱エネルギーは下から上へと輸送される. 第 12章の熱対流の場合と同様に, 基本場の位置エ
ネルギーから擾乱の運動エネルギーへの変換が起っている. また, 水平構造をみると「南北流」と温度場と
が正相関で T ′v′ > 0 であり, 高温壁から低温壁へと熱エネルギーが輸送されている. このような状況に基
づいて傾圧不安定擾乱による熱輸送形態を傾斜対流 (sloping convection)ということがある.

note/dyn-met/stab-barocli/stab-barocli.tex 平成 18 年 1 月 16 日 (余田 成男)



172 気象学 I 第 14章 傾圧不安定

図 14.5: 回転水槽実験に対応するイーディ問題で得られた発達する擾乱の空間構造. 実験パラメータは,
H = 10 cm, W = 5 cm, N2 = 0.1 s−2, Ω = 1 s−1, Λ = 0.1 s−1 で, 擾乱の波長は 2π/k = 7 cm. (左) 水路
中央 (y = W/2)での鉛直断面図：(a) p′(x, z), (b) T ′(x, z), (c) w′(x, z). (右) 半分の深さ (z = H/2)での
水平断面図： (d) p′(x, y), (e) (u′(x, y), v′(x, y)), (f) T ′(x, y), (g) w′(x, y).

14.2 温帯低気圧の成因論： 準地衡方程式系での傾圧不安定理論

14.2.1 準地衡ポテンシャル渦度方程式

ほぼ静力学的平衡が成り立ち, 流れがおよそ地衡風的であるという仮定の下に, 第 2.6節で構築した中緯度
β 平面気圧座標での準地衡方程式系をもう一度まとめておく：

水平運動方程式 ：
Dgvg

Dt
= −f0k × va − βyk × vg, (14.42)

連続方程式 ： ∇p · va +
∂ω

∂p
= 0, (14.43)

エネルギー方程式 ：
DgT

′

Dt
− Sp0(p)ω =

Q

cp
, (14.44)

地衡風平衡 ： vg = f−1
0 k ×∇pΦ, (14.45)

静力学的平衡 ：
∂Φ
∂p

= −RT
′

p
. (14.46)

ここで従属変数 vg,va, ω,Φ, T ′は, それぞれ, 水平風の地衡風成分, 水平風の非地衡風成分, 鉛直 p速度, ジ
オポテンシャル, 温度の標準状態 T0(p)からのズレ, である. また, 地衡風近似のラグランジュ式時間微分
Dg/Dtと静的安定度パラメータ Sp0は, それぞれ, 次で与えられる：

Dg

Dt
=

∂

∂t
+ vg · ∇p =

∂

∂t
+ ug

∂

∂x
+ vg

∂

∂y
, (14.47)

Sp0(p) =
RT0(p)
cpp

− ∂T0(p)
∂p

. (14.48)
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地衡風の渦度の鉛直成分を ζg とすると, (14.45)式を用いて,

ζg = k · ∇p × vg =
1
f0

k · (k(∇p · ∇pΦ) =
1
f0

∆2Φ =
1
f0

(
∂2

∂x2
+

∂2

∂y2

)
Φ, (14.49)

と, ジオポテンシャルの水平 2次元ラプラシアンで書ける. つぎに, k · ∇p× (14.42)をとり, 地衡風の水平
発散が 0であることを用いると, 次の準地衡渦度方程式を得る：

Dgζg
Dt

= −f0∇p · va − βvg. (14.50)

(14.43)式を用いると, 準地衡絶対渦度 ζg + f0 + βyに関する表式が次のように得られる：

Dg

Dt
(ζg + f0 + βy) = f0

∂ω

∂p
. (14.51)

地衡風で近似した絶対渦度の鉛直成分が, 惑星回転 (f0)がある場での水平発散に伴う気柱の伸長によって
ラグランジュ的に時間変化することを表わしている. ここで, 渦管の伸長に伴う渦度変化は第 3.3節での議
論を思い出すこと. 次に, エネルギー方程式 (14.44)は, 静力学的平衡の式 (14.46)を用いて,

Dg

Dt

(
−∂Φ
∂p

)
= σω +

R

cpp
Q, (14.52)

と書き直せる. ここで, 静的安定度パラメータを新たに σ(p) ≡ RSp0(p)/pと定義し直している. 地衡風近
似のラグランジュ式時間微分は,

Dga

Dt
=
∂a

∂t
+ f−1

0

∂(Φ, a)
∂(x, y)

, (14.53)

と, ジオポテンシャルを用いて書き表せるので, 結局,準地衡渦度方程式 (14.51)とエネルギー方程式 (14.52)
が, 従属変数 (Φ, ω)に関して閉じた方程式系となっている.

ここで, 断熱 (Q = 0)を仮定して, エネルギー方程式 (14.52)/σを p微分すると,

∂ω

∂p
= −Dg

Dt

∂

∂p

(
1
σ

∂Φ
∂p

)
− 1
σ

∂vg

∂p
· ∇p

∂Φ
∂p

,

= −Dg

Dt

∂

∂p

(
1
σ

∂Φ
∂p

)
, (14.54)

となる. ここで, ∂vg/∂p = f−1
0 k ×∇p(∂Φ/∂p)は ∇p(∂Φ/∂p) と直交することを使っている. これを準地

衡渦度方程式 (14.51)に代入して整理すると,

Dg

Dt

[
ζg + f0 + βy +

∂

∂p

(
f0
σ

∂Φ
∂p

)]
=
Dgqg
Dt

= 0, (14.55)

と書ける. ここで, qg は準地衡ポテンシャル渦度 (quasi-geostrophic potential vorticity)であり,

qg ≡ ζg + f0 + βy +
∂

∂p

(
f0
σ

∂Φ
∂p

)
=

1
f0

∆2Φ + f0 + βy +
∂

∂p

(
f0
σ

∂Φ
∂p

)
, (14.56)

と, ジオポテンシャル Φを用いて定義できる. 準地衡ポテンシャル渦度方程式 (14.55)は, 地衡風にのって
準地衡ポテンシャル渦度 qg が保存することを示している. スカラー量 qg は渦度の次元 [s−1] を持ち, 等圧
面上のジオポテンシャルの分布だけで決まる. 第 3.4 節で考えたエルテルのポテンシャル渦度とその保存則
と類似した関係にあるが, 両者の次元は異なり, 後者は 3次元速度にのってのラグランジュ的保存量である
点に留意すべきである. この意を込めて準地衡ポテンシャル渦度を擬ポテンシャル渦度 (pseudo-potential
vorticity)ということがある. 準地衡ポテンシャル渦度方程式より qg の時間発展を求めることができるが,
ある時刻での qg が求まれば, 境界値問題として (14.56)式を解いてジオポテンシャル Φが得られる. ジオ
ポテンシャルがわかれば, 地衡風は (14.45)式より, 温度は (14.46)式より求められる. また, 次節で見るよ
うに鉛直流もジオポテンシャル場より診断的に求められる.
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14.2.2 オメガ方程式

前小節では準地衡渦度方程式 (14.51)とエネルギー方程式 (14.52)で, 従属変数 ωを消去して準地衡ポテン

シャル渦度方程式を導出したが, もう一つの従属変数 Φの局所時間変化項を消去すると, 鉛直 p速度 ωに

関する方程式を得る. まず, (14.51)式を pで微分し, f0/σ倍する. 次に, (14.52)の∆2 をとり σで割って,
これらを足し合わせ整理すると, 最終的に次のオメガ方程式 (omega equation)得る：(

∆2 +
f2
0

σ

∂2

∂p2

)
ω =

f0
σ

∂

∂p
[vg · ∇p(ζg + f0 + βy)] +

1
σ

∆2

[
vg · ∇p

(
−∂Φ
∂p

)]
. (14.57)

ここで, ある時刻のジオポテンシャル場が与えられれば右辺の各項は求められるので, 適当な境界条件のも
とに 3次元楕円型方程式 (14.57)を解けば, 鉛直速度 ωが求まることになる. 右辺各項の物理的イメージは,
Holton(1992, 第 6.4.1節)や小倉 (1978, 第 5.1 節)を参照のこと.

総観規模の時間・空間スケールで鉛直速度場を直接観測することは, ほとんど不可能である. 他の観測量に
基づいてこれを推定することになるが, いくつかの方法が考えられる. 連続方程式 (14.43)に基づいて推定
しようとすると, 水平風を非地衡風成分までちゃんと観測する必要がある. また, エネルギー方程式 (14.44)
を使おうとすると, 温度の時間変化項を見積るために 2回以上の観測が必要であり, 潜熱の放出や放射過程
が重要な場合にはそれらによる加熱量 Qをちゃんと見積る必要がある. これらに対して, オメガ方程式を
用いれば, 診断型の方程式なので 1回の観測で見積ることが可能であり, その観測精度も地衡風の精度で良
い. このような利点から, 総観規模での鉛直流の推定には, オメガ方程式を用いることが多い. また,同様の
利点を追求して B. Hoskinsの提唱した「Qベクトル」を用いる方法もある (Holton, 1992, 第 6.4.2節を参
照のこと).

14.2.3 安定性問題の枠組み

支配方程式は準地衡ポテンシャル渦度方程式 (14.55)である：

Dgqg
Dt

= 0. (14.58)

ここで, ジオポテンシャルを f0で割って ψとすると, 各物理量は

ψ = Φ/f0,
ζg = ∆2ψ,

qg = ζg + f0 + βy + f2
0

∂

∂p

(
1
σ

∂ψ

∂p

)
,

vg = k ×∇pψ,

T ′ = −f0
R

∂ψ

∂ ln p
,

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭

(14.59)

で与えられる. 上下の境界条件としては, 上端 (pT )および下端 (pB)で, ω = 0を課する. 静力学的平衡の
近似のもとでは ω = −ρgwとなるので, 上下の境界に剛体壁を置くことに相当する. 断熱を仮定したエネ
ルギー方程式で ω = 0として,

Dg

Dt

(
∂ψ

∂p

)
= 0, at p = pT , pB, (14.60)

となる. また, チャネル近似のもと南北の境界条件は, 壁面で vg = 0とする：

∂ψ

∂x
= 0, at y = 0, W. (14.61)
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準地衡ポテンシャル渦度方程式は移流項が 2次の非線型であり, 解析が困難である. 例によって, 現実の状
況を理想化して基本帯状流に微小な擾乱が加わったと仮定し, 線型解析を行なうことにする.

中緯度対流圏を念頭に置いて, 東西に一様な帯状流が流れている基本場を考える. ある変数 aの帯状平均を

aで表わすと, その基本的性質により,

ug = −∂ψ
∂y
≡ u, (添字 gを省略)

vg =
∂ψ

∂x
= 0,

⎫⎪⎪⎬
⎪⎪⎭ (14.62)

である. また, エネルギー方程式より ω = 0である. 静力学的平衡も流れ関数で書き換え, 上の地衡風関係
と結び付けると, 温度風関係式が次のように書ける：

∂u

∂ ln p
=
R

f0

∂T

∂y
. (14.63)

高緯度ほど低温である (∂T/∂y < 0)とすると, 帯状流は気圧とともに減少 (高さとともに増加)することに
なる. 対流圏界面に亜熱帯ジェット気流が存在する状況を思い浮かべれば良い.

流れ関数が ψ(x, y, p, t) = ψ(y, p) + ψ′(x, y, p, t)であるとして, 最終的に次のように線型化した準地衡ポテ
ンシャル渦度方程式を得る： (

∂

∂t
+ u

∂

∂x

)
q′ +

∂q

∂y

∂ψ′

∂x
= 0, (14.64)

ただし,

q′ = ∆2ψ
′ + f2

0

∂

∂p

(
1
σ

∂ψ′

∂p

)
, (14.65)

∂q

∂y
= −∂

2u

∂y2
+ β − f2

0

∂

∂p

(
1
σ

∂u

∂p

)
(14.66)

である. 上下の境界条件は, 線型化して,(
∂

∂t
+ u

∂

∂x

)
∂ψ′

∂p
− ∂u

∂p

∂ψ′

∂x
= 0, at p = pT , pB, (14.67)

となる. また, 南北の境界条件は,
∂ψ′

∂x
= 0, at y = 0, W. (14.68)

となる. 以下の節では, これらの線型化した方程式と境界条件をもとに, 基本帯状流の安定性を調べていく
ことになる.
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14.2.4 積分定理
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第15章 大気の乱流

大気は, 渦や波という秩序だった運動形態をとることもあるが, 基本的には不規則で非周期的な運動をする.
この章では, 3次元及び 2次元の乱流理論を概観し, 大気では考慮すべきシアーや成層, 系の回転などがあ
る状況での乱流を考える.

15.1 3次元乱流のあらまし

まず, 巽 (1982, 1986, 1995)の教科書を中心に 3次元乱流の要点をまとめておく.

15.1.1 乱流とは?

レイノルズ数 (Re ≡ LU/ν, L：代表的長さ, U：代表的速度, ν：運動粘性率) の低い粘性流は一般に外部か
らの擾乱に対して安定であり, 規則的な流れ (層流)となる. これに対して, 不規則な速度や圧力の変動を伴
う流れを乱流という. レイノルズ数が高くなり, 粘性の影響が相対的に小さくなると, 流れは不安定となっ
て層流から乱流へと遷移する. さまざまな実験で得られる乱流への遷移過程は, 次の二つの型に分類できる.
より複雑な空間的構造をもつ層流や時間とともに周期的に変動する流れを経て段階的に乱流へと遷移する

スペクトル変化型遷移 (緩やかな遷移)と, 流れの不安定性によって発生した擾乱により一挙に急激に遷移
する突発型遷移 (速い遷移)とがある.

速度や圧力など流体力学における従属変数は, 決定論的な流体力学方程式に従っているが, 乱流においては
一見偶然的に変動する. したがって, 乱流理論ではこれらの分布関数や各種の平均値などを考察の対象とす
ることになる. 決定論的な力学系の運動の中に偶然性が入り込んでくる過程は, カオスの発生機構 (例えば,
蔵本, 1986)と密接に関連している. カオスには敏感な初期値依存性があるので, 一定の時間スケールを越
えた長期間の予測は不可能である. この時間スケールは系の自由度が増すとともに減少するものと考えら
れ, 乱流のように極めて多数の自由度をもつ系では, 時間スケールは感知できないほどに短くなる. つまり,
ほとんどすべての時刻において予測不可能であり, 乱流は偶然的な時間変化の属性をもつといえる.

15.1.2 乱流の記述

簡単のために均質非圧縮で密度が一定値 ρ0の粘性流体を考える. 運動方程式および連続方程式は次で与え
られる：

∂u

∂t
+ (u · grad)u = − 1

ρ0
gradp+ ν∆u + K, (15.1)
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divu = 0. (15.2)

ここで, uは速度, pは圧力であり, 外力K は偶然的でないとする.

統計的記述法により乱流を記述する. まず, 任意の物理量 aを平均値< a >と偏差 a′に分ける：

a =< a > + a′, < a′ >= 0. (15.3)

ここで, 平均は時間, 空間あるいはアンサンブルの平均である. 平均値の表す流れを平均流, それからの偏
差を乱れという. 式 (15.1), (15.2)の uと pを平均と偏差に分け, 両辺の平均をとると次になる：(

∂

∂t
+ < u > ·grad

)
< u > + < (u′ · grad)u′ >= − 1

ρ0
grad < p > +ν∆ < u > +K, (15.4)

div < u >= 0. (15.5)

平均流の運動方程式 (15.4)はレイノルズ方程式と呼ばれる. 一方, 平均をとる前の式からこれらを引くこと
により, 乱れに対する各方程式を得る：

∂u′

∂t
+ (< u > ·grad)u′ + (u′ · grad) < u >

+(u′ · grad)u′− < (u′ · grad)u′ >= − 1
ρ0

gradp′ + ν∆u′, (15.6)

divu′ = 0. (15.7)

乱流の平均流と乱れの場は, これらの方程式 (15.4)∼(15.7)を解くことによって決定される.

平均流に対する運動方程式で < (u′ ·grad)u′ > の項は, 乱れが平均流に及ぼす効果を表している. それ以外
の項は平均流の変数だけで記述されており, もとの方程式 (15.1)と同形である. ここで, < (u′ · grad)u′ >
を成分形式で書くと,∑

j

〈
u′j
∂u′i
∂xj

〉
=
∑

j

〈
∂u′iu

′
j

∂xj

〉
=
∑

j

∂

∂xj
< u′iu

′
j >, (i = 1, 2, 3) (15.8)

と変形できる. 最初の等号では (15.7)式,
∑

j

∂u′j/∂xj = 0 を使っている. ここで, τij ≡ ρ0 < u′iu
′
j >とす

ると, τij は応力の次元をもつテンソルで, レイノルズ応力と呼ばれる. この対角成分の和の 1/2は, 乱れの
運動エネルギーを表している：

E =
1
2

∑
i

< (u′i)
2 > . (15.9)

15.1.3 乱れの構造とエネルギースペクトル：コルモゴロフ理論 (1941)

乱流の乱れ成分は大小さまざまな渦構造から成っている. そのうち比較的大規模なものは平均流の構造の
影響を受けているが, 規模が小さくなるにつれて構造性を失い, 空間的に一様かつ等方的になると思われる.
乱流のエネルギーは大規模な渦から小規模な渦へと逐次に伝達され, 最終的には分子粘性によって失われ
て, 流体の熱エネルギーに変換される. ここでは, 乱れの場を 3次元フーリエ級数に展開し, 運動方程式に
おける慣性項の働きを異なる成分波間の非線型相互作用という形で捉えることにする. 一様等方性乱流で
は, 波数空間でのエネルギー密度は波数ベクトル kの絶対値 k = |k|だけに依存する. 波数 kと k + dkの

間に含まれるエネルギーを E(k)dkとすると, 乱れのエネルギー (15.9)は,

E =
∫ ∞

0

E(k)dk, (15.10)
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図 15.1: 3次元乱流の運動エネルギースペクトルにおけるコルモゴロフの慣性小領域の模式図 (Lesieur,
1997).

で与えられる. E(k)をエネルギースペクトルという.

粘性散逸は速度勾配の 2乗に比例するので, エネルギーはもっぱら小規模渦において失われる. 小規模渦は
波数空間で波数 kが大きな領域に対応する. この領域では, エネルギー損失が小さな波数領域からのエネル
ギー供給と釣り合っていると考えられる. この平衡領域へのエネルギー供給は, 乱れのエネルギーの減衰率,

ε = −dE
dt
, (15.11)

と等しいと考えてよい. 一方, 粘性によるエネルギー散逸の大きさを運動粘性率 ν で代表させれば, 平衡領
域におけるエネルギー損失は ν で表される. 結局, この領域での平衡状態は, εと ν の 2つのパラメータに
よって決定されると考えられる. これをコルモゴロフの局所相似性仮説という.

乱流の代表的長さの次元の量を L, 時間の次元の量を T とすると, εと ν の次元はそれぞれ, [ε] = L2T−3,
[ν] = L2T−1である. 逆に, Lと T の次元は, [L] = ε−1/4ν3/4, [T ] = ε−1/2ν1/2である. これらより, エネル
ギースペクトル E(k)と波数 kの次元は,

[E(k)] = L3T−2 = ε1/4ν5/4, k = L−1 = ε1/4ν−3/4, (15.12)

となる. したがって, 平衡領域の代表的な波数 kd は, kd = ε1/4ν−3/4 で与えられる. また, 平衡領域におけ
る E(k)は (15.12) 式より,

E(k) = ε1/4ν5/4F (k/kd), (15.13)

の形となる. ここで, F は任意の無次元関数である. これをコルモゴロフの平衡領域スペクトルといい, kd

をコルモゴロフ波数という. 平衡領域スペクトル (15.12)が成り立つには, 大規模渦と小規模渦が十分に分
離していることが必要である. すなわち, 大規模渦の代表的スケールで定義した乱れのレイノルズ数が十分
大きくなければならない.

さらに, 乱れのレイノルズ数が極端に大きい場合には, 平衡領域の範囲が広がり, そのなかの低波数側では粘
性の影響を受けない部分領域が現れると考えられる. これを慣性小領域という. 慣性小領域において E(k)
が ν に依存しないためには, (15.12)の関数 F は ν−5/4に比例しなければならず, F ∝ (kε−1/4ν3/4)−5/3と

なる. 結局, エネルギースペクトルは,
E(k) = Cε2/3k−5/3, (15.14)
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となる. ここで, C は無次元定数で, F と同様に, すべての乱流に対して普遍的なものと考えられる. これ
をコルモゴロフの慣性小領域スペクトル, または−5/3乗スペクトルという. この結果を摸式的に図示する
と図 15.1となる.

15.1.4 乱流実験・観測・理論

一様等方性乱流に関するコルモゴロフ理論は, 室内実験や大気・海洋中の乱流観測によって検証されてきた.
レイノルズ数の十分に高い流れでは, −5/3乗スペクトルが高波数領域に 2 ∼ 3桁の範囲で存在することが
確かめられている. 図 15.2は接地境界層内 (地上 21m)で観測されたエネルギースペクトルの実例 (佐々・
他, 1995)である. 2桁以上の範囲で −5/3乗に近い巾則が認められる. また, 近年では, 方程式系 (15.1),
(15.2)の初期値問題をコンピュータを用いて直接数値計算することも可能になってきた. エネルギースペ
クトルのみならず各種統計量を求めて理論の検証が行われている.

実験や観測で得られる乱流の小規模渦は空間的に一様でなく間欠的に分布しており, コルモゴロフの局所
平衡理論で前提とした仮説が完全に成り立っているわけではない. 乱流の間欠性を考慮した修正理論が提
案されているが, エネルギースペクトルの巾の −5/3乗からのずれは小さい. ただし, エネルギースペクト
ルのような 2次のモーメントではなく, 3次以上のモーメントをみると, それらは普遍的でなく, 乱れの全
体としてのレイノルズ数に依存している. すなわち, 小規模渦は大規模運動に依存していることになる.

図 15.2: 大気境界層で観測された運動エネルギースペクトル (佐々・他, 1995).
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以上の理論は, 乱流の本質的特徴をとらえた仮説と相似性の考察に基づいているが, それらが流体力学の基
礎方程式と矛盾なく合致するものであるかどうかは保証されていない. これに対して, 各種の統計的近似を
用いた解析的統計理論は, 流体力学方程式から出発して乱流場の統計量をその解として求めようというもの
である. 得られた結果は, これらと独立なコルモゴロフ理論と対比され, 仮定の当否が検証されている (巽,
1986).

15.2 地球流体中の3次元乱流

現実の大気や海洋などの流れ場は必ずしも一様でなく等方的でもない. それぞれ地表面や陸岸の近くでは
境界層が形成され, 平均流は境界からの距離に依存して変化する. また, 流体は均質非圧縮ではなく, 重力
場の中で密度成層している. このように流れのシアーや密度成層がある状況での乱流を概観する.

ところで, 大気や気候のシミュレーションを行なおうとすると, 境界層内の乱流に関する知見が必要となる.
すなわち, 地球規模の数値計算で陽に解像できるスケールは高々数十 km程度であり, それより小さな規模
の乱れに伴う各種物理量の輸送・混合過程が, より大規模な場に及ぼす影響を正しく評価する必要がある.
分解能以下の現象の効果をモデルが陽に扱う変数で記述する手法は, パラメタリゼーションと呼ばれるが,
その定式化は乱流理論・観測に基づいて行うことになる.

15.2.1 シアー流中の乱流

レイノルズ方程式 (15.4)は, レイノルズ応力が未知なので平均流の変数だけで閉じていない. 乱れの運動方
程式 (15.6)からレイノルズ応力の時間発展方程式を導出すると, 乱れの 3次モーメントを含む項が現れる.
以下同様に, n次モーメントの発展方程式には n+ 1次モーメントが含まれて, いつまでも方程式系が閉じ
ることはない. 近似的に解こうとすると, 高次のモーメントを低次のモーメントで表現する必要がある. こ
れを方程式系の完結の問題 (closure problem)という.

計算機を用いて流れの直接数値計算をしようとするとき, 扱うべき空間スケールの比が大きく, 乱流の散逸
領域まで陽に含めて計算することは普通は不可能である. 乱流の効果を繰り込んで計算するために種々の
乱流モデルが提案されてきた. 近年, ある波数以上の乱流場を渦粘性として取り込むために平滑操作を定義
し, 方程式の平滑操作により生じる付加項を評価して繰り込む, ラージ エディ シミュレーションという計
算方法が発達した. 平均操作と異なり, 平滑値の平滑値は必ずしももとの平滑値と一致しないので, レイノ
ルズ応力項以外の 2次モーメント項も評価することになる (例えば, Lesieur, 1997 参照).

非一様な乱流のレイノルズ応力を与える最も簡単な方法は渦粘性の仮定をすることである (第 6.2節参照).
すなわち,

τij = ρ0 < u′iu
′
j >= −νT

(
∂ < ui >

∂xj
+
∂ < uj >

∂xi

)
+
ρ0

3
< u′su

′
s > δij , (15.15)

として, 渦粘性係数 νT を平均流 < ui >で表す. 乱流の混合距離理論では, 気体運動論における平均自由行
路とのアナロジーにより, 流体要素が乱流拡散のために個性を失うまでに移動する距離 “混合距離”を lと

して,
νT = ρ0lU, (15.16)
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とする. ここで, U は乱れを特徴づける代表的速度である. 例えば, 自由シアー流の乱流の場合には, lとし
て層の厚さ, U として層を挟んでの平均流速の差, を用いる.

地球規模の流体の数値モデルでは, 乱流運動は非等方的であるとして, 鉛直方向と水平方向に異なる渦粘性
係数を仮定する (例えば, Pedlosky, 1987). 鉛直渦粘性係数を νTV , 水平渦粘性係数を νTH として, これら
の見積りは < ○ > の空間スケールに依存するが, 大気の場合, νTV は地面付近で 10 m2/s 程度, 自由大
気中ではそれ以下であり, νTH は 105 m2/s 程度である. また, 海洋の場合, νTV は 10−4 ∼ 10−1 m2/s 程
度, νTH は 101 ∼ 104 m2/s 程度と考えられている. これらは分子粘性に比べてはるかに大きな値となって
いる. もっとも, これらの仮定や値の見積りにはいろいろ曖昧なところがあるので, 定量的な議論には適さ
ない.

レイノルズ応力項の働きをみるために, 平均流の運動方程式 (15.4) に < u >をかけ, 乱れの運動方程式
(15.6)に u′ をかけて, 各運動エネルギーの時間発展を表す方程式を求める. 周期的な境界条件を課して領
域積分を行なうと,

∂

∂t

∫
V

1
2

∑
i

< ui >
2 dV =

−2ν
∫

V

∑
i

∑
j

<s>2
ij dV +

1
ρ0

∫
V

∑
i

∑
j

τij
∂ < uj >

∂xi
dV, (15.17)

∂

∂t

∫
V

1
2

∑
i

< (u′i)
2 > dV =

−2ν
∫

V

∑
i

∑
j

< (s′ij)
2 > dV − 1

ρ0

∫
V

∑
i

∑
j

τij
∂ < uj >

∂xi
dV, (15.18)

を得る. ここで, <s>ij と s′ij は平均流および乱れの変形速度テンソルであり, 各右辺の第 1項は粘性によ
る散逸項である. また, 各右辺の第 2項は平均流と乱れの間の運動エネルギーの交換を表している. 平均流
のシアーとレイノルズ応力の相関があれば, この交換項があることになる.

15.2.2 成層シアー流中の乱流

流体の成層状態は, 重力加速度を g, 鉛直上向を zとして, 浮力振動数 (N)の 2乗 N2 ≡ −(g/ρ)(∂ρ/∂z)で
特徴づけられる. N2 が正で上ほど密度が小さい場合を安定成層といい, N2 が負の場合を不安定成層とい

う. 安定成層の場合には, 浮力を復元力とする波動 “重力波”が存在し, 不安定成層の場合には対流運動が生
じうる. 安定成層していても鉛直シアーのある水平流は, シアーの大きさに依存して不安定になり擾乱が成
長する可能性がある. 二層流体のシアー不安定は, ケルビン-ヘルムホルツ不安定として知られる. 基本場の
水平流速 u(z)や密度 ρ(z)が鉛直になめらかに変化する場合には, リチャードソン数 (Ri ≡ N2/(du/dz)2)
が流れのどこかで 1/4より小さくなることが必要である.

N2 > 0でも鉛直シアーが大きければ流れは不安定となり, 乱流状態が出現する. 重力場の中での圧縮性流
体の場合, 乱れの運動エネルギーの時間変化を表す方程式に浮力による生成・消滅項 (< θ′w′ > g/ < θ >)
が加わる. 平均場が不安定成層状態にあるならば, 温位 (エントロピー)の乱れ θ′ と鉛直流の乱れ w′ が正
相関になり, 浮力により乱れの運動エネルギーが生成される. 乱流運動によって十分な混合が起これば, 運
動量や温位, 物質は一様化される.

大気の境界層を考える. これは地表面の機械的・熱的影響を受けた層で, 夜間には数十m程度, 晴れた日の

平成 18 年 1 月 16 日 (余田 成男) note/dyn-met/turb-theory/turb-theory.tex



気象学 I 15.3 2次元乱流 183

午後には 1km以上の厚さになる. 日中は日射により平均場の不安定成層状態が維持されるので, 境界層中
では乱流混合により平均場が鉛直に一様化される. この一様化された層を混合層という. 境界層のうち外部
境界層にあたる部分である. 混合層は日変化し, 朝から発達して午後にはその深さが最大となる. 一方, 夜
間の放射冷却により強い逆転層 (安定成層状態)が出現する状況では, 浮力項は乱れの運動エネルギーを消
滅するように働く (< θ′w′ >が負)ので, 鉛直混合が強く抑制されて境界層の厚さは薄くなる.

大気境界層のうち地表面に接するごく薄い気層は, 乱れによる水平運動量の鉛直輸送によって維持されてい
る. この層を接地層あるいは接地境界層という. 接地層の厚さは成層状態に依存するが, 全境界層の厚さの
1/10 程度である. 接地層では乱れによる鉛直フラックスがほぼ一定であり, フラックス一定層とも呼ばれ
る. この層内では, 各種乱流統計量が, 地表面における鉛直運動量フラックス (< u′w′ >), 鉛直熱フラック
ス (< θ′w′ >), および, 浮力パラメータ (g/ < θ >)の 3パラメータのみでよく表現される (モニン・オブコ
フの相似則).

すなわち, これらのパラメータから

速度 u∗ ≡ (− < u′w′ >)1/2, (摩擦速度)

温度 T∗ ≡ −< θ′w′ >
u∗

, (摩擦温度)

長さ L ≡ − 1
κ

u3∗
< θ′w′ >

g

θ
, (モニン・オブコフの長さ)

なる基本スケールが作れて, ある乱流統計量を F , その次元を u∗, T∗, Lで作って F∗ とすると, 相似則は

F

F∗
= φF

( z
L

)
, (15.19)

という関係で与えられる. ここで, φF は F についての普遍関数であり, z/Lだけの関数として書ける. こ
の普遍的な関係式をもとに, 地表面での各種物理量のフラックスを接地層の両端での値だけから求めること
ができる (最近のレビューとして, 例えば, Högström, 1996).

15.3 2次元乱流

一様等方な 2次元乱流の理論は, 3次元乱流に対するコルモゴロフ理論のアナロジーとして構築された. 非
粘性の場合にはエネルギーとエンストロフィーがともに保存するという 2次元流体特有の束縛条件により,
乱流の様子は 3次元の場合と大きく異なる. 完全に 2次元な流体運動は仮想的なものであり, その実験的検
証はもっぱら直接数値計算によってなされている.

15.3.1 2次元流体運動

非圧縮性流体の 2次元運動 (∂/∂z = 0)において, 速度場は u(x, t) = (u, v, 0)であり, 渦度は ω(x, t) =
rotu(x, t) = (0, 0, ω) である. 運動方程式 (15.1)で rotK = 0とすると, 次の渦度方程式が得られる：

∂ω

∂t
+ (u · grad)ω = ν∆2ω. (15.20)

ここで, ∆2 = ∂2/∂x2 + ∂2/∂y2 である. 非粘性の場合には, 渦度 ωが流体の運動とともにラグランジュ的

に保存する. 3次元乱流と違って渦管の伸長がないので, 非粘性極限でのエネルギー散逸メカニズムが働か
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ない. 渦度方程式 (15.20)は, 流れ関数 ψを導入すると,

∂ω

∂t
+
∂(ψ, ω)
∂(x, y)

= ν∆2ω, ω = ∆2ψ, (15.21)

と書ける.

(15.21)式に ψ, あるいは ωをかけて平均をとると, 乱れの運動エネルギー E =< |gradψ|2 > /2およびエン
ストロフィーQ =< ω2 > /2の時間変化を表す式が得られる：

dE
dt

= −2νQ, dQ
dt

= −2νP . (15.22)

ここで, P ≡< (gradω)2 > /2はパリンストロフィーである. まず, (15.22)式で ν = 0と置くと, エネルギー
とエンストロフィーが保存することがわかる. これらの束縛のもとでは, より多くのエネルギーが低波数側
に伝達され, 同時により多くのエンストロフィーが高波数側に伝達される (フヨルトフトの定理; Fjørtoft,
1953). エネルギーの重みで平均した波数,

k ≡

∫ ∞

0

kE(k)dk∫ ∞

0

E(k)dk
, (15.23)

を導入する. 初期には, エネルギーの重みで平均した波数 k のまわりにエネルギーが集中していたのが, 乱
流運動により時間とともにスペクトルが広がるとしよう. このとき,

∂

∂t

∫ ∞

0

(k − k)2E(k)dk > 0, (15.24)

である. ここで, kと E(k)はともに時間の関数である. (15.23)より,∫ ∞

0

(k − k)2E(k)dk =
∫ ∞

0

k2E(k)dk − 2k
∫ ∞

0

kE(k)dk + k
2
∫ ∞

0

E(k)dk

=
∫ ∞

0

k2E(k)dk − k2
∫ ∞

0

E(k)dk, (15.25)

であるので, エネルギーとエンストロフィーが保存されるならば,
∫ ∞

0

E(k)dkと
∫ ∞

0

k2E(k)dkが時間変

化せず,

∂

∂t
k

2
= −

∂

∂t

∫ ∞

0

(k − k)2E(k)dk∫ ∞

0

E(k)dk
< 0, (15.26)

となる. すなわち, スペクトルが広がるとともにエネルギー重みの平均波数 kは低波数側に移動する. また,
エンストロフィーの高波数側への伝達も同様に考えることができる.

15.3.2 エンストロフィー慣性小領域スペクトル

運動粘性率 ν �= 0とき, (15.22)式よりエンストロフィーが有界に留まるので, ν → 0の非粘性極限でエネ
ルギーは散逸されない. これは, 3次元乱流の場合には, 非粘性極限でエンストロフィーが発散してエネル
ギー散逸が起こるのと対照的である. 2次元乱流では, 非粘性極限でパリンストロフィーが発散してエンス
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トロフィー散逸が起こる. このとき, エンストロフィーの散逸率を η = −dQ/dtとして, コルモゴロフ理論
と同様の次元解析を行うと, 高波数領域 k 
 k0では

E(k) = η1/6ν3/2F (k/kd), kd = η1/6ν−1/2, (15.27)

の形のエネルギースペクトル相似則を得る. ここで, F は任意の無次元関数である. さらに, 乱れのレイノ
ルズ数が極端に大きい場合に, 粘性の影響を受けないエンストロフィー慣性小領域 k0 � k � kd があると

すれば, そこでのエネルギースペクトルは,

E(k) = C2η
2/3k−3, (15.28)

となる. ここで, C2は無次元普遍定数である. 2次元乱流の場合にはエンストロフィー慣性小領域スペクト
ルが −3乗となる.

15.3.3 エネルギー慣性小領域スペクトル

エネルギーの逆カスケードという概念 (Kraichnan, 1967)は, k = kiでエネルギーとエンストロフィーを注

入し続ける場合にのみ適用できる. エネルギーの注入率を εとすると, それは低波数側に逆カスケードする.
あとの議論は 3次元乱流のコルモゴロフ理論と同じで, エネルギーの流れる向きが逆になるだけである. す
なわち, k < ki では,

E(k) = C′ε2/3k−5/3, (15.29)

となる. ここで, C′は無次元普遍定数である. 2次元の強制乱流では, エネルギーが逆カスケードするエネ
ルギー慣性小領域でスペクトルが −5/3乗則を示す. これらの結果を摸式的に図示すると図 15.3となる.

15.3.4 直接数値計算：秩序渦の形成

2次元乱流のエネルギースペクトルにおける巾則は直接数値計算によって検証されてきた. コンピュータ性
能の向上により高分解能の実験が可能となったが, そこで得られるエンストロフィー慣性小領域のスペクト

図 15.3: 2次元乱流のエネルギースペクトルにおけるエネルギー慣性小領域とエンストロフィー慣性小領
域の模式図 (Lesieur, 1997).

note/dyn-met/turb-theory/turb-theory.tex 平成 18 年 1 月 16 日 (余田 成男)



186 気象学 I 第 15章 大気の乱流

ルは, 理論的に予測された −3乗ではなく −4乗にちかい巾則を示す. 減衰性乱流の実験でランダムな初期
値から時間発展させると, 流れ場の中に明瞭な構造を持つ秩序渦 (coherent vortices; McWilliams, 1984)が
出現する. 一様等方性の仮定が破れた流れ場となったなめに, スペクトルの巾が理論と異なった値となった
と考えられる. 渦度場が渦度ジャンプによって特徴づけられ, その空間分布がランダムであるならば, エン
ストロフィーのスペクトルは k−2に比例し, エネルギースペクトルは k−4に比例することになる (Saffman,
1971).

高分解能のモデルを用いた直接数値計算の結果を見ると, 個々の秩序渦は正負いずれかの渦度を持つ. 同符
合の渦が接近するとペアとなって互いのまわりを回転し, 融合して, やがて一つの大きな渦となる. 同符合
の渦が融合を繰り返すことにより, 渦の数は減少し, 渦のスケールと渦間の平均距離が増大する. これが, 2
次元乱流特有のエネルギー逆カスケードの実空間での描像である. 一方, 渦領域以外では渦度がゼロに近
く, その等値線は近くの渦によって細長く引き延ばされている. エンストロフィーの散逸が卓越する領域で
ある.

15.4 地球流体中の2次元乱流

大気や海洋の地球規模での運動は, 鉛直スケールが水平スケールに比べて極端に小さく, 著しく異方的であ
る. また, 回転と成層の効果により水平 2次元的な流体運動が卓越する性質があるので, 2次元流体という
枠組みは地球惑星流体として具体性のあるものである. 前節で考えた無限平面領域のみならず, 惑星の自転
の緯度依存性を考慮した “β平面”領域や回転球面領域においても 2次元乱流の性質が調べられている. そ
のような条件で直接数値計算をすると, 東西にのびた帯状縞構造や極域の西向き周極渦などの秩序構造が
出現する.

15.4.1 β平面上の 2次元乱流

惑星の自転運動に伴う渦度の鉛直成分 (惑星渦度)は, 惑星の自転角速度をΩ, 緯度を φとして, f = 2Ω sinφ
である. f をコリオリパラメータともいう. (15.21)式の導出と同様の手続きにより, 惑星 (あるいは回転球
面)上での非圧縮性流体の 2次元運動に対するポテンシャル渦度方程式が得られる (第 9.2.2節参照)：

∂q

∂t
+

1
a2

∂(ψ, q)
∂(λ, µ)

= ν

(
∆2 +

2
a2

)
q, (15.30)

q ≡ ω + f = ∆2ψ + 2Ωµ. (15.31)

ここで, aは惑星半径であり, µ = sinφである. 非粘性の場合, ポテンシャル渦度 qが流体運動とともにラ

グランジュ的に保存する.

ある緯度 φ0での接平面を考える. x = a cosφ0 λ, y = a(φ−φ0)として, コリオリパラメータを f = f0 +βy

と線型近似すると, (15.30)式より β平面近似のポテンシャル渦度方程式が得られる (第??). 渦度 ω = ∆2ψ

を用いて表すと,
∂ω

∂t
+
∂(ψ, ω)
∂(x, y)

+ β
∂ψ

∂x
= ν∆2ω, (15.32)

となる. 非回転あるいはf =一定の場合の渦度方程式 (15.21)と比べると, β∂ψ/∂xという線型のベータ項が加
わり,支配方程式が非等方的になっている. この項と非線型の慣性項とが同程度となる波数を kβ ≡ (β/U)1/2
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図 15.4: β 平面上の 2次元乱流に関する直接数値計算において得られた 2次元の波数空間 (k, l)でのネル
ギー密度の時間変化 (Vallis and Maltrud, 1993).

(U は代表的速度)とすると, k 
 kβ である小規模な流れではベータ項が無視できて非回転と同じ状況にな

る. 一方, k � kβ である大規模な流れでは, 非線型項が無視できて, 線型のロスビー波が卓越する. すなわ
ち, ポテンシャル渦度方程式 (15.32)で非線型項と粘性項を無視し, ψ(x, y, t) = ψ0 exp[i(kx+ ly− σt]とい
う波動解を仮定すると,

σ = − kβ

k2 + l2
, (15.33)

というロスビー波の分散関係式を得る. β > 0なので, 大規模な波ほど速く西進する (σ/k < 0). (第 9.4.3
節参照)

Rhines(1975)は β 平面上の 2次元乱流に関する直接数値計算を初めて行ない, エネルギースペクトルおよ
び流れ場の時間発展を調べた. 図 15.4はVallis and Maltrud(1993)による直接数値計算の結果で, 2次元の
波数空間 (k, l)でのネルギー密度の時間変化を表している. 初期値として κ ≡ (k2 + l2)1/2 
 kβ の領域に

エネルギーを与える (a) と, 非回転の場合と同様にエネルギーの逆カスケードが起こる. ベータ項が無視で
きる間は乱れの場は等方的である (b). やがて卓越する波数が κ ∼ kβ となり, 乱れはロスビー波の性質を
帯びるようになる. ロスビー波の三波相互作用が効果的になり, エネルギー逆カスケードは抑制されて, 乱
れ場が非等方性を帯びていく (c). 2次元エネルギースペクトルの非等方的な分布は, 亜鈴型の低密度領域
で特徴づけられる. この境界線は, ロスビー波の時間スケールと渦の時間スケールが等しいとおくことによ
り見積もれる. 実空間での渦度場には, 東西に引き延ばされた帯状縞構造が出現する. 縞の南北スケールは
1/kβ で与えられる.
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図 15.5: 回転球面上の減衰性 2次元乱流の直接数値計算で得られた相対渦度場と帯状平均帯状角運動量の
緯度分布. 左から Ω = 0 (非回転), 50(およそ地球のパラメータ), 400(高速回転惑星).

15.4.2 回転球面上の 2次元乱流

β 平面は回転球面の接平面近似であり, 乱れの空間スケールが大きくなるとこの近似が妥当でなくなる.
そのような状況では, 球面上のポテンシャル渦度方程式 (15.30) に戻って直接数値計算する必要がある.
Williams(1978)は周期境界条件の球面セクターモデルで強制 2次元乱流の実験を行ない, 木星を意識した
条件設定のもとに観測されるような帯状縞構造を得た.

1990年代に入ると, 高分解能の全球モデルを用いて 2 次元乱流の直接数値計算が行なえるようになった
(Yoden and Yamada, 1993; Nozawa and Yoden, 1997a,b など). 緯度円に沿って平均した東西流の時間発
展をみると, 減衰性乱流か強制乱流かに関わらず, 自転角速度が大きな値の場合には高緯度域で西向きの強
い周極渦が形成される (図 15.5). また, 中・低緯度域では, 西向き流れと東向き流れが南北に交互に並んだ
帯状縞構造が出現する. これらの周極渦や縞の位置は時間によってほとんど変化せず, その位置を時間積分
の初期の段階まで遡ることができる. 惑星の自転角速度が大きいほど縞の幅が狭く, その本数が多くなる.
相対渦度場をみると, 強い帯状流が出現しているところでは東西に引伸ばされて, 帯状流の南北シアーによ
り歪んだ形となっている. このような渦度擾乱場と帯状流の相互作用により帯状縞構造が維持されている
と考えられる. また, 周極渦の形成は, 弱非線型的なロスビー波による角運動量輸送過程や非線型なポテン
シャル渦度混合過程によると考えられる.

球面調和関数の帯状 (東西)波数mと全波数 n(南北波数のかわり)の 2次元波数空間でみたエネルギースペ
クトルを図 15.6に示す. 図 15.5で示した時刻での 2次元エネルギースペクトルを n ≤ 30の低波数域だけ
示したものである. 非回転の場合には, 流れ場が等方的であるために基本的にmに依存しない分布となる

が, 回転系の場合にはエネルギー分布は非等方的になり, 全波数が同じ値ならば東西波数が小さな成分の方
が大きなエネルギーをもつ. Ω = 400の場合, m ∼ n < 8 付近にはエネルギーがほとんど輸送されない翼状
の領域が現れる. Vallis and Multrad(1993)は, β 平面領域モデルでは 2次元エネルギースペクトルに亜鈴
型の空白域が出現する (図 15.4c)ことを初めて指摘したが, 彼らの “波-乱流境界” を表わす理論曲線を援用
すると, 回転球面モデルにおける翼状の領域の存在を定性的には説明できる (Nozawa and Yoden, 1997b).
この境界線はm = Ro × n2(n + 1) (ただし, ロスビー数 Ro ≡ U/(2Ωa))で与えられ, 図中の曲線になる.
ロスビー波の三波相互作用の結果として, この境界線の内側にまでエネルギーが入り込んでいる. 系の回転
がある場合のエネルギー分布の非等方性は, 線型項つまり惑星の自転効果項の寄与がほとんどない高波数
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図 15.6: 回転球面上の減衰性 2次元乱流の直接数値計算で得られた 2 次元エネルギースペクトルの一例.
前図の流れ場に対応.

域においても顕著にみられる. あらゆる空間規模で南北スケールよりも東西スケールが長くなり, 東西に引
き伸ばされた構造となっている. このような高波数域での非等方的なエネルギー分布は, 図 15.6に示した
低波数域での非等方性と非線型項を通して直接的に関連していると考えられる.

15.5 地衡流乱流

前節では, 地球流体を念頭においた β平面や球面上の 2次元乱流を扱ったが, 現実の大気は純粋に 2次元で
あるわけではない. Charney(1971)は中緯度対流圏でのエネルギースペクトルがある巾則を示すことに動
機づけられて, 準地衡近似の下で 3次元大気の乱流理論を構築した.

15.5.1 準地衡近似方程式系のあらまし

Charney(1948)は, 当時の計算機環境で数値天気予報を実現すべく, 中緯度の高低気圧規模現象を念頭にお
いてスケール解析を行ない, ゆっくりした準水平渦運動だけを記述する近似方程式系を構築した. 今日, 準
地衡近似方程式系と呼ばれるものである (第 2.6節). 運動方程式の鉛直成分は静力学平衡で近似し, さらに
水平流速はほぼ地衡流 vg = k × ∇2ψ に近いとして, 最終的に次の準地衡ポテンシャル渦度方程式を得る
(具体的な導出は, 第 14.2.1 節を参照のこと)：

Dgqg
Dt

=
(
∂

∂t
+ vg · ∇2

)
qg = 0. (15.34)

ただし, 準地衡ポテンシャル渦度 qg は次のように定義される：

qg ≡ ∆2ψ + f +
f2
0

ρs

∂

∂z

(
ρs

N2

∂ψ

∂z

)
. (15.35)

ここで, ψ(x, y, z, t)は地衡流の流線関数, f はコリオリパラメータ (f = f0 + βy), ρs(z)は水平平均した密
度, N(z)は浮力振動数,であり, 空間座標 (x, y, z)は (東向き, 北向き, 鉛直上向き) にとる.
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15.5.2 地衡流乱流理論

準地衡ポテンシャル渦度方程式 (15.34)と次の内部エネルギー方程式をもとに, この近似系でのエネルギー,
エンストロフィーの保存を考える：(

∂

∂t
+ vg · ∇2

)
∂ψ

∂z
+
N2

f0
w = 0. (15.36)

(15.34)式に −ρsψをかけて部分積分し, (15.36)式では下端境界 z = 0で鉛直流 w = 0であることを使う
と, 全エネルギー E が保存することがわかる：

dE
dt

=
d

dt

∫
V

1
2

[
(∇2ψ)2 +

f2
0

N2

(
∂ψ

∂z

)2
]
ρsdV = 0. (15.37)

ここで, 全エネルギーは運動エネルギーと有効エネルギーの和であり, dV は体積要素である. また, (15.34)
式に ρs(qg − f)をかけて, 同様の手続きによりポテンシャルエンストロフィー F に関する式を得る：

dF
dt

=
d

dt

∫
V

1
2

[qg − f ]2 ρsdV =
β

2

∫
S

(
f2
0

N2

∂ψ

∂x

∂ψ

∂z
ρs

)
z=0

dS. (15.38)

ここで, dS は水平の面積要素であり, 南北には剛体壁 (∂ψ/∂x = 0)があるとした.

もし, 下端境界 z = 0で温位が一定 (∂ψ/∂z = 0)であるならば, (15.38)式よりポテンシャルエンストロ
フィー F も保存することがわかる. 2次元乱流の場合と同様に考えて, このときには, 3次元の準地衡流に
おいてエネルギーの高波数へのカスケードが起こらないことになる. この場合, 流れが地衡流的であるとい
う束縛がカスケードを禁じている. さらに, 水平とともに鉛直スケールも小さくて, ρs, N が局所的に一定
とみなせるならば, 鉛直座標を ζ = Nz/f0と引き延ばして, 準地衡ポテンシャル渦度方程式 (15.34)は次の
ように書ける： (

∂

∂t
+ vg · ∇2

)[
∂2ψ

∂x2
+
∂2ψ

∂y2
+
∂2ψ

∂ζ2
+ f

]
= 0. (15.39)

ここで, f が一定とできて, 流れが 3次元 (x, y, ζ)的に一様等方であるならば, やはり 2次元乱流のアナロ
ジーが成り立つ. すなわち, 擬ポテンシャルエンストロフィーの散逸率を ηとして, エンストロフィー慣性
小領域での全エネルギーのスペクトルは,

E(κ) = C′′η2/3κ−3, (15.40)

となる. ここで, C′′ は無次元普遍定数であり, κ2 = k2
x + k2

y + k2
ζ である.

Charney(1971)の地衡流乱流理論は, 地球流体力学の基本的問題として興味深い. それと同じ枠組で直接数
値計算を行うことにより, 理論の検証が行われているところである. しかし, ここでみたように多くの仮定
のもとに導出されたエネルギースペクトルであるので, 現実に観測されるスペクトルがこの枠組で説明で
きるかどうかは疑問である. 一様等方性の仮定, 下端境界や放射過程を通しての散逸, 大気波動との関連,
等々, 理論的枠組と現実の状況とのギャップは大きい. 動機となった観測結果の再検討にまで立ち返るべき
段階にある, と思われる.
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